本 节 是 与 知 爹 马 等 编著 的 《线性 代数 【 串 2 版 ) 》 瑟 委 的 
酉 导 教 材 ， 也 可 为 学 习 其 他 郑 衬 的 读者 提供 有 至 的 措 导 。 全 
忆 汉 合 为 单位 进行 指导 。 在 竹 语 中 ， 首 移 ， 明 确 蜂 本 要求。 
楷 明 了 学 习 的 目标 和 努力 的 方向 ,再 给 出 内 容 提要、 拼 册 各 
领地 机 振 了 本 辜 的 基本 内 容 。 然 后 ， 运 节 和 进行 指导 ， 通 过 对 
基本 概念 定理 和 方法 的 深入 分 新 ， 通 过 对 一 操 革 本 、 交 型 
题目 的 讲 秤 和 演练 ， 引 导读 考 深入 地 学 习 和 赁 会 年 节 的 基本 
内 容 。 最 后 ， 对 部 分 蕉 驳 和 补充 题 给 出 了 题 壮 ， 以 帮助 有 余 
力 的 读者 进 一 市 提高 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 。 世 后 还 附 
有 历年 硕士 研究 生 入 各 试卷 中 线性 代数 题目 的 解答 ， 汉 利于 
读者 及 时 地 检查 自己 的 掌 提 性 度 ， 
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本 书 是 与 居 余 马 等 编 车 的 线性 代数 (第 2 版 )? 配 套 的 辅导 教材 ,也 可 为 
学 习 其 他 教材 的 读者 提供 有 益 的 指导 。 全书 以 章 为 单位 进行 指导 。 在 每 章 
中 ,首先 ,明确 基本 要 求 , 指 明了 学 习 的 目标 和 努力 的 方向 ,再 给 出 内 容 提要 ， 
提纲 加 领地 概括 了 本 章 的 基本 内 容 。 然 后 , 逐 节 进 行 指导 ,通过 对 基本 概念 、 
定理 和 方法 的 深入 分 析 , 通 过 对 一 些 基 本 ,典型 题目 的 讲解 和 演练 ,引导 读音 
深信 地 学 习 和 领会 每 节 的 基本 内 容 。 最 后 ,对 部 分 难题 和 补充 题 给 出 了 题 
解 ,以 帮助 有 余力 的 读者 进一步 提高 分 析 问题 和 解决 问题 的 能 力 。 书 后 还 附 
有 历年 硕士 研究 生 人 学 试卷 中 线性 代数 题目 的 解答 ,以 利于 读者 及 时 地 检查 
自己 的 掌握 程度 。 
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着 轨 著 项 浊 


本 书 是 为 居 余 马 等 编著 的 《线性 代数 (第 2 版 ?教材 (清华 大 
学 出 版 社 出 版 配套 的 辅导 教材 . 它 也 可 为 学 习 其 他 教材 的 读者 担 
供 有 益 的 指导 . 本 书 还 对 历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 线性 代数 试 
题 给 了 题解 ,这 将 有 助 于 准备 考研 的 读者 在 学 习 阶 段 更 好 和 更 灵 
活 地 掌握 线性 代数 的 基本 内 容 . 

本 书 的 书 名 《线性 代数 学 习 指 南 》 表 明了 本 书 主要 着 眼 于 指导 
学 生 如 何 学 好 线性 代数 课程 ,为 此 本 书 的 内 容 作 了 以 下 安排 . 

首先 明确 指出 每 章 的 “基本 要 求 ”, 并 给 出 "内 容 提 要 ”, 课程 的 
“基本 要 求 "是 读者 学 习 的 目标 和 努力 的 方向 . 每 学 习 一 个 概念 及 
有 关 的 理论 和 计算 ,都 要 按 “ 基 本 要 求 " 来 掌握 它们 ;每 学 完 一 章 ， 
读者 应 该 以 * 基 本 要 求 " 为 镜子 ,对 照 和 检查 是 否 掌握 了 “基本 要 
求 ”, 对 “基本 要 求 " 要 能 说 出 个 一 ,二 ,三 , 绝 不 能 含糊 不 清 , 每 章 的 
“内 容 提要 ” 提 细 扣 领 地 概括 了 该 章 的 基本 内 容 , 它 是 每 一 章 的 
“网 ”读者 每 学 完 一 章 ,都 应 该 把 “内容 提要 "所 涉及 的 基本 概念 、 
基本 理论 .基本 计算 以 及 分 析 和 解决 问题 的 基本 方法 , 深 深 地 印 在 
脑海 之 中 , 闲 着 眼睛 都 能 熟练 地 陈述 “内 容 提要 ”所 述 的 方方面面 ， 
这 样 你 在 思考 各 种 问题 和 解 题 时 ,就 有 可 能 “ 纲 举目 张 ", 顺 利 地 抵 
达 彼 岸 . 

然后 , 逐 节 指导 如 何 学 习 每 章 每 节 , 这 是 本 书 的 重点 所 在 . 这 
里 一 般 是 从 两 个 方面 来 引导 读者 深入 地 学 习 和 领会 每 节 的 基本 内 
容 ,掌握 分 析 解 决 问题 的 方法 ,提高 解 题 的 能 力 , 第 一 个 方面 是 对 
每 节 涉及 的 基本 概念 及 有 关 的 理论 和 计算 的 方法 ,进行 深入 的 分 


BBroBd/ey 


序言 


桥 ,力求 准确 地 理解 概念 ,掌握 有 关 定 理 的 条 件 和 结论 ,掌握 计算 
的 基本 方法 . 男 一 个 方面 是 通过 列举 -一些 基本 的 、 典 型 的 和 有 一 定 
灵活 性 的 计算 题 ,概念 题 和 证 明 题 ,帮助 读者 在 理论 的 指导 下 提高 
分 析 和 解决 各 类 问题 的 能 力 . 对 于 各 种 类 型 的 计算 题 要 热 练 掌握 
它 的 基本 计算 方法 . 有 些 题 可 以 一 题 多 解 ; 对 于 概念 古村 能 准确 地 
判别 各 种 说 法 的 真 伪 ,澄清 一 些 似 是 而 非 的 模糊 观念 ;对 于 证 明 题 
要 善于 应 用 基本 概念 和 基本 的 定理 加 以 证 明 , 要 思路 清晰 ,对 各 种 
类 型 的 证 明 题 要 概括 出 一 些 有 效 的 证 明 方 法 (如 直接 证 法 , 反 证 
法 ,数学 归纳 法 等 ). 

在 每 章 的 最 后 ,对 部 分 疑难 习题 与 补充 题 给 出 了 题解 . 这 些 是 
多 数 是 证 明 题 和 比较 综合 、 比 较 难 的 计算 题 ,题解 一 般 都 提出 了 解 
题 的 寻 路 ,以 及 要 用 到 哪些 基本 概念 和 定理 . 读者 对 于 这 些 题 ,应 
该 在 认真 思考 以 后 仍 不 会 进行 证 明 或 计算 时 ,再 看 题解 ,这 样 对 比 
自己 的 思考 过 程 ,才能 深刻 领会 解 题 的 关键 所 在 ,从 而 切实 提高 证 
明和 计算 的 能 力 . 

本 书 最 后 ,对 历年 顾 士 研究 生 人 学 考试 中 线性 代数 试题 ( 按 本 
书 章 的 顺序 汇编 ) 给 了 题解 . 这 不 仅 可 供 考 研 的 学 生 作为 备考 的 参 
考 , 而 且 更 有 意义 的 是 ,读者 学 完 每 一 章 都 检查 一 下 自己 能 否 解 这 
些 题 ,从 中 可 以 发 现 自己 还 有 哪些 基本 内 容 掌 所得 不 够 , 稍 要 进 一 
步 深入 和 提高 ,这 有 助 于 读者 更 好 地 学 好 线性 代数 课程 内 容 . 

由 于 编著 者 水 平和 经 验 所 限 , 不 妥 之 处 在 所 难免 ,县 请 读者 们 
批评 指正 . 


编者 
2003 年 2 月 于 清华 园 
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1.1 基本 要 求 与 内 容 提 要 


1 基本 要 求 


(1) 理解 行列 式 的 定义 , 热 悉 每 -个 元 素 的 余子 式 和 代数 余 
子 式 的 含义 . 

(2) 理解 行列 式 的 性 质 , 并 能 熟练 利用 性 质 展 开 数字 行列 式 
和 文字 行列 式 . 

(3) 熟悉 一 些 特殊 行列 式 ( 如 对 角 行 列 式 , 副 对 角 行 列 式 ,上 
(下 ) 三 角 行列 式 , 范 德 交 (Vandermonde) 行 列 式 等 ?的 展开 结果 . 

(4) 理解 克拉 默 (Cramer) 法 则 ,会 利用 它 求 解 .- 类 线性 
方程 组 . 

2 内 容 提 要 

(1) #2 阶 行列 式 吕 二 1as 1? 的 定义 为 

D=an A Tawa tand,, 

其 中 ,A 二 (一 1)1 "iM 是 元 察 &1, 的 代数 余子 式 ,Mi 是 元 素 &1; 的 
余子 式 ( 它 是 了 中 去 掉 第 1 行 与 第 j 列 全 部 元 素 构 成 的 n -1 阶 行 


列 式 ). 
口 的 展开 式 是 n? 个 元 素 oo 《i,j 一 1,…,n) 的 wn 次 齐 次 多 项 
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式 , 共 有 xn! 项 ,每 项 者 是 不 同行 不 同 列 的 ” 个 元 素 的 乘积 . 

二 阶 、 三 阶 行列 式 可 按 沙 路 法 展开 

《2) 行列 式 的 性 质 ( 对 行 与 列 尼 成 立 ). 

国 行列 式 的 行 与 列 ( 按 原 顺序 ) 互 换 , 其 值 不 变 . 

@ 行列 式 对 任 一 行 ( 或 列 ) 展 开 , 其 值 相等 (定义 是 对 第 1 行 
展开 ). 

@ 线性 性 质 : 其 -是 行列 式 某 行 (或 列 ) 元 素 都 乘 &, 则 等 于 行 
列 式 的 值 也 乘 上 ;其 二 是 如 果 行 列 式 某 行 (或 列 ) 元 素 皆 为 师 数 之 
和 (如 第 :行为 e, 十 加 as 十 ban 十 bo). 则 其 行列 式 等 于 两 
个 行列 式 之 和 (其 第 ; 行 分 别 为 aa ,ee "od 与 bb mo) 

鲜 行列 式 中 如 有 两 行 (或 列 ) 完 全 相同 , 则 其 值 等 于 零 ;进而 
有 两 行 (或 列 ) 成 比例 ,其 值 也 等 于 零 . 

@ 把 行列 起 某 行 (或 列 ) 元 素 都 乘 非 零 常 数 上 加 到 另 -一 行 (或 
列 ) 对 应 元 素 之 上 ,行列 式 的 值 不 变 . 

@ 反对 称 性 质 : 行 列 式 两 行 (或 列 ) 对 换 , 其 值 反 号 ， 

名 行列 式 某 行 (或 列 ) 元 素 乘 另 一 行 (或 列 ) 对 应 元 素 的 代数 
余子 式 之 和 等 于 零 , 即 

anAy tasAnt tahAn =0 (i 

或 anAy 二 Tah TanAn=0 (FD). 

(3) 行列 式 的 计算 (或 称 展开 ). 

展开 行列 式 的 基本 方法 有 三 个 :其 一 是 直接 按 定义 展开 ;其 二 
是 利用 性 质 ,将 行列 式 化 为 上 (下 ) 三 角 行 列 式 :其 三 是 利用 性 质 将 
某 行 (或 列 ) 元 素 化 为 只 镁 -个 非 零 元 ,然后 对 该 行 (或 列 ) 展 开 , 将 
nn 阶 行列 式 展开 化 为 n 一 1 阶 行列 式 的 展开 ,此 为 降 阶 展开 法 ， 

(4) .- 些 特殊 行列 式 的 展开 结果 . 

中 上 (下 ) 三 角 行 列 式 与 对 角 行 列 式 的 值 都 等 于 其 主 对 角 元 
的 乘积 aass…aw- 


1.1 基本 要 求 与 内 容 提要 3 


0 0 a 0 0 a 
a 0 0 a x 
x a 
* a 0 


1 1 1 
Tl 上 Ty 
TV 天) 
ji a! 要 
4 0 站 
@ |= | -iallal， 
* Bl |9 8B: 


其 中 :1&| 与 1B| 分 别 为 m 阶 和 阶 行列 式 ;0 所 在 位 置 的 元 素 全 
为 零 ;* 所 在 位 置 元 素 为 任意 元 素 . 
《5》 克拉 默 法 则 


若 线性 方程 组 > gr 二 6b.0i 二 1.2,,n) 的 系数 行列 式 中 二 


1a,1? 关 0, 则 方程 组 让 惟 - 解 . 革 
= 区 C=1,2.% ,1), 


其 中 D, 是 用 常数 项 ,如 ，…,b, 替换 DD 中 第 7 列 的 个 元 素 所 
成 的 行列 式 . 
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1.2 行列 式 的 计算 (展开 ) 


3 2 3 
例 1 计算 |2 一 3 4|. 
4 一 5 2 


解 ” 对 于 这 个 三 阶 数字 行列 式 ， A 上 三 
角 行 列 式 ,或 将 某 行 (或 列 ) 元 素 化 为 只 剩 一 个 非 零 元 再 展开 .都 有 
较 大 的 工作 量 ， en 1 行 展 
开 ) 米 计算 . 


|3 2 3 
全 |? 一 3 4| 一 一 18 一 30 十 32 十 36 十 60 一 8 
4 5 2 
=128 一 5672. 
13 2 
©® |2 -3 2 2 一 
2| 4 —5 
4 —5 


一 3( 一 6 一 20) 一 2(4 一 16) 十 36 一 10| 12) 
一 42 十 24 十 6 一 72. 
对 于 三 阶 数字 行列 式 一 般 都 用 这 两 种 方法 展开 . 
2+1 2 2 
一 2 A+4 一 5 
2 一 2 4+1 
解 这 里 三 阶 行列 式 的 展开 式 是 4 的 二 次 多 项 式 , 所 以 本 题 
是 三 次 方程 的 求 根 问题 .如果 用 沙 路 法 麻 开 ,自然 易 得 ) 的 三 次 
多 项 式 . 但 一 般 来 讲 三 次 多 项 式 的 因 式 分 解 是 比较 麻烦 的 . 如果 
利用 行列 式 的 性 质 展开 这 种 行列 式 , 有 时 会 出 现 它 的 一 种 因 式 
分 解 ， 


例 2 已 知 一 0, 求 4. 
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2 二 +1 2 2 1 
| 
2 一 2 4+1| 2 一 2 A+1 

十 3 0 0 
一 2 十 4 一 3 
2 一 2 A—1 
2 二 4 一 3 

过 | 

一 (4A 十 3)LGA 二 4)GA 一 1 一 6] 
二 2 二 3) 十 34 一 10) 二 2 十 31Q 二 3) (4 一 2) 二 0， 

所 以 4 二 ~ 3, 一 5,2 是 这 个 4 的 三 次 方程 的 3 个 根 . 

其 中 四 十 @@ 表 示 第 1 行 加 第 3 行 ;[3] 十 [1jx (~ 1) 表示 第 1 

列 乘 (--1 加 到 第 3 列 上 . 


MA 二 3 0 24+3 


[3T-+EITxt -DD 


《对 第 1 行 展开 ) 


一 (CQ 十 3) 


2 5 4 9 
33 1 10 
3 4 5 15| 
4 3 14 19 
解 ” 对 于 三 阶 以 上 前 数字 行列 式 ,一 般 都 是 利用 性 质 将 其 化 
为 上 三 角 行 列 式 求 其 值 . 化 为 上 三 角 行 列 式 的 步骤 是 规范 化 的 . 
首先 利用 第 1 行 第 1 列 的 非 零 元 将 第 1 列 其 他 元 素 全 化 为 堆 , 然 
后 利用 第 2 行 第 2 列 的 非 零 元 将 第 2 列 以 下 元 索 全 化 为 零 .如 此 
等 等 , 直 刘 化 为 上 三 角 行 列 式 - 如 果 化 的 过 程 中 出 现 全 零 行 , 则 行 
列 式 的 值 等 于 零 , 
这 里 第 1 行 第 1 列 的 元 素 为 2, 如 果 利 用 它 将 第 1 列 其 余 元 
素 全 化 为 零 , 中 间 就 会 出 现 很 多 分 数 ,继续 化 下 去 就 比较 麻烦 . 所 
以 这 里 先 把 第 1 行 乘 一 1 加 到 第 3 行 .再 把 第 1 行 与 第 3 行 对 换 ， 
就 使 第 1 行 第 1 列 元 素 为 1 ,这样 再 将 第 1 列 其 余 元 素 化 为 零 就 
比较 简便 , 即 


例 3 计算 了 一 
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—1 1 6 
3 1 10 
5 4 9 
| 4 3 18 19 
| -1 1 6 |! 一 1 1 5| 
0 0 4 路 | @+-extD 10 7 2 -3 
lo 7 2 -3| 6- |o old4 28 
0 7 10 一 5 0 08 —2 
1 -1 1 6 
Ox» |0 72 一 3 
0 04 28 
10 0 0 一 58 


1X7xX4xX(—58)=. 1624, 
其 中 :加 全 加 表示 第 1 行 与 第 3 行 对 换 , 此 时 行列 式 反 号 . 
一 1 1 1 1 
2 一 1 3 一 2 
4 1 一 1 一 ?| 
一 3 1 5 一 1 
解 ”此 题 按 例 3 的 方法 将 其 化 为 上 三 角 行 列 式 也 可 求 其 值 ， 
但 仔细 观察 会 发 现 各 行 元 素 之 和 均 为 2, 此 时 把 各 列 都 加 到 第 1 
列 , 第 1 列 元 素 全 为 2, 而 且 第 2 列 中 也 有 3 个 元 索 为 1. 这 样 将 其 
化 为 上 二 角 行列 式 就 比较 简便 , 即 
2 1 1 1 
2 一 1 3 一 2j| 四 + 由 x( 一 .) 
| 1 一 1 一 2| 图 + 加 x( 一 1) 


例 4 计算 "| 


11+12]+E3] FI4 
让 HatE]EL 


印 十 出 >( 一 
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i2 1 1 11 2 1 1 1| 
0 -2 2 -3 gr®@xs |0 --2 2 —3| 
0 0 一 2 一 3 0 0 一 2 —3| 
D 0 4 -2| 0 0 0 —al 
=2X(—2) xXx(—8)=—64. 

1l+r 2 3 
例 5 已 知 | 2 1T+r 2 |=0, 求 必 

3 3 1+x 


解 这 里 三 阶 行列 式 各 列 元 素 之 和 均 为 xz 十 6, 此 时 把 各 行 加 
到 第 1 行 .第 1 行 元 素 金 为 "十 6: 然 后 把 第 1 列 乘 一 ! 如 到 第 2.3 
列 ,就 把 行列 式 化 为 下 三 角 行 列 式 , 即 


1+r 2 3 1 1 1 
2 1+r 2 |=(x+6;l2 1+7 2 | 
3 3 ltx 13 3 lt 


1 0 | 
ob x—l 0 
3 0 | 
所 以 .+ 一 1.2，-6 就 是 题 中 的 二 的 三 次 方程 的 3 个 根 . 
这 个 行列 式 当然 还 可 用 其 他 方法 展开 ,但 这 里 的 方法 最 简便 . 
例 4, 例 5 是 行列 式 中 值得 注意 的 一 种 类 型 . 展开 行列 式 时 
首先 要 观察 -下 各 行 (或 列 ) 苑 素 之 和 是 否 相等 ,如 果 相 等 , 按 倒 
4. 例 5 的 方法 展开 比较 简便 . 


Xl 4 a a 


一 Cr 十 6)GCr-- 1)Cz 一 2) 一 0。 


a Zz da a 
例 6 计算 DD= 《az 一 1 2 3 4) 
a a Xa a 
a a a zi 
解 ” 此 题 仍 可 将 D 化 为 上 三 负 行 列 式 , 先 将 第 1 行 末 一 1 加 
到 其 余 各 行 , 得 
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| 7 a a a | 
po me 0 0 
dr 0 ma 0 
1a 0 0 Ta 


0 xia 
‘1 
= [x talr -a)>) 
- 多 


加 
zj — (rm (ra) 


a 1 co or 
re (za a) 
Cr 一 a) 


1 1 ' 
= a{=+ 3 w=)lle —a), 
4 
其 中 连 乘积 3 一 2 = Ge 一) re 一) Cr 一 4) (ri 一) 
i 


Q 十 工 a 


a a 

例 7 计算 =| “ “17 《4 | ,其 中 aeyz0 
a a a 二 Ty a 
a a a uty 


解 法 1: 利用 性 质 将 其 化 为 上 三 角 行 列 式 , 先 将 第 1 行 乘 
一 1 如 到 其 余 各 行 .得 
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latz a | 


让 :的 -党 


p=-| 
| 一 


i 


r 


i 


此 将 第 2 列 加 到 第 1 麟 .第 3,4 列 均 乘 》 加 到 第 1 列 .得 


aa 二 2 二 aa a 
Bs 0 r00 
| v0 0 y 0 
| 0 0 3 


= (2a+tr+2a 和 E 


法 2: 将 也 中 a 均 表示 为 十 0. 于 是 了 中 每 个 元 素 部 是 两 数 
之 和 .这样 的 行列 式 按 线性 性 质 可 将 其 表示 为 2' = 16 个 行列 式 之 
和 ,但 其 中 有 1 个 行列 式 等 于 0 它们 两 列 或 三 列 或 队列 相同 》， 
另 5 个 行列 式 也 很 好 计算 . 即 


?=2ary ty Tar y. 


atr a+0 at0 ato| la 0 .00 
at+0 ar ato ato| 富 这 诈 - 伍 
ato a+o us+y ua+ol la 0 y 0 
让 
[|* 直人 0 | 六 -区 | 
a a oo oi 人 家 
I 4ay 0 lo 0«0 
10 «oy 100 a y 
hr i 交往 浊 和 
| 
| 十 
全 00 yo0 
|。 00al lo00y 
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ary tary tar ytar ytriy =2axry: tar y+ ry 
其 中 等 号 右 端 第 2,3 个 行列 式 分 别 对 第 1,4 列 展开 即 得 azy* 
和 az 了 
10 a 加 0 
、 az 0 0 bb 
例 8 计算 D= a 0 0 5 
rar bh y 


解 ” 此 题 可 通过 行 、 询 对 换 化 为 


A 站 
| B | 一 141| 如 | 《其 中 141,18B1 均 为 二 阶 行列 式 )， 


先 将 第 2 列 与 第 1 列 对 换 , 再 将 第 3 列 与 第 2 列 对 换 , 得 
a by 0 0 


0 
万 一 (一 1 一 1) 
0 


加 一 外 ar BT 
0 a ba 
0 a bs 
a bas bs 
三 一 ={ab. —aab) (az 本 一 人 所 入 
al Billas a 
1 工 x x Ei 


1 ztl Crtly (rt) CrtD' 
例 9 计算 马 =|1 +2 Gt G2 Ct2) | 

| 7r 十 3 《7T 十 3) (十 3)3 《十 37 

11 xz 十 4 (xt) (7 十 4 (Critd)! 
解 ” 由 十 行列 式 的 行 与 列 按 顺序 互 换 ,其 值 不 变 ,所 以 这 也 是 
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正教 秒 1.2 节 中 例 8 的 范 德 蒙 行列 式 .直接 利用 其 结论 ,得 
D,=[Cr 1 一 7)Cr+2 一 z)Cz 十 3 一 z)Cz 二 4 一 z)]。 
[Cr 十 2 一 一 1)GCz 十 3 一 7 一 1)Cz+4 一 一 1)]， 
[Cr 十 3 一 7 一 2)(z 十 4 一 2)](Czr 二 4 一 < 一 3) 
=(41)C31)(21) xX1=288, 


2 1] 1 1 0 
1 zx—1 1 0 
10 习 =0 
例 10 求 廊 程 ，“， ，，， 的 根 
| 1 1 1 x—2 


解 由 观察 , 当 了 一 2 时 ,行列 式 第 1,2 行 相同 ,行列 式 等 于 
当 z=3 时 ,行列 式 第 3.4 行 相同 ,行列 式 也 等 于 0: 当 > 一 一 1 
时 ,行列 式 每 行 元 素 之 和 均 为 0, 把 各 列 加 到 第 1 列 则 第 1 列 元 素 
均 为 0, 从 而 行列 式 也 等 于 等 . 所 以 x 一 2,7 一 3 与 + 二 一 1 都 是 方 
程 的 根 . 但 这 是 x 的 四 次 方程 ,更 在 个 能 断言 方程 只 有 这 3 个 根 ， 
必须 展开 此 行列 式 . 将 它 记 作 口 ,将 第 3 行 乘 2 一 上 加 到 第 4 行 ， 
然后 对 第 4 列 展开 ,得 


| 1 1 0 
p=| | 1 (对 第 4 列 展开 ) 
[az 3—x 1- (Cr—2) 0 
1 1 1 
= 1 x-—l 1 
3—x 3 0)(z 一 3) 


lr—l 2—x 1 
1 xr-2 1 
3-x 0 一 cz 一 3 
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工 0 2 
{1)+ (2) 1 2 1 
对 第 2 列 展开 ™ 
3—x 0 Cl—x)(r—3) 
工 2 
三 一 (一 2) 
3 一 《1 一 rz)(z-3) 


一 一 (人 z 一 2)[z(i 一 上 Cr- 一 3) 一 2(03 一 z)] 
一 一 (z 一 2)(z -3)[rC1 一 ) 十 2 
一 (z 一 2)2(z 一 3)(z 十 1 一 0、 

所 以 方程 的 根 为 + 二 2,3, 一 1(2 是 二 重 根 ). 
例 1 证 明 恒 等 式 


1 1 1 1 1 1 
7 ye yyrter) | yy 
区 


证 证 明 恒 等 式 的 一 般 方法 为 :一 是 从 左 推出 右 ,或 从 右 推出 
左 ; 二 是 等 号 两 端 分 别 展 开 , 得 到 同样 的 结果 . 这 里 采 儿 后 者 较为 
方便 . 

等 号 右 端 的 行列 式 是 范 德 蒙 行列 式 , 真 接 利 由 公式 可 得 

右 端 = Cry 二 yz 十 zr) Cy) (er (2 y). (1) 

等 号 左 端的 行列 式 不 是 范 德 蒙 行列 式 , 如 果 直 接 按 定义 或 按 
沙 咯 法 展开 ,其 因 式 分 解 较 麻烦 ,所 以 也 用 展开 范 德 莹 行列 式 的 方 
法 ,将 第 1 列 化 为 只 剩 一 个 非 零 元 1, 然 后 对 第 1 列 展开 , 即 


1 1 1 1 1 1 
+WX{—7) 
2 2 
OO 了 三 | 
可 0 yy wr! 
| 一 myTz Ce—n) (te) 
《7 一 TD (之 一 工 )2 
3 十 工 zt 
= 
2 EE 
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一 人 3 一 zz 一 z)L(3? 十 z) 于 一 (十 7)32] 
一 (3 一 zT)(z 一 TD)[zyCx 一 3 二 (2 一 史 ?] 
一 (3 一 zz 一 z)(s 一 y) (zy+rz 十 ry)， 《27 
这 里 (2) 式 一 (1) 式 ,所 以 恒等式 成 立 - 
例 12 让 明 ; n 阶 三 对 角 行列 式 


jc+8 aB 
1 at8 a 
1 atB 
DD,— . . 
atB af 
1 ea+8 


Be ye 
ep 


证 采用 的 证 法 为 : 对 P, 的 第 1 行 展开 .从 中 找到 P, 与 
DD,_ 1 及 也 :之 间 的 关系 ( 称 为 递 推 公 式 ) ,然后 递 推 得 到 要 证 的 结 
果 . 即 


EE 当 a=p; 


1 a8 
0 uFB o8 
| 1 atp 
D;= (CatB ID.-.—o8 本 . 
atB ap 
| 1 atBl, mn 


将 上 式 右 端的 a 一 1 阶 行列 式 对 第 1 列 展开 得 D,-; ,也 以 
Ds= (atB )D,- 一 cpD (1) 
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把 这 个 递 推 公式 (1 改写 成 


Ds—aD,. 1 =BCD,. 1 — aD,-s). C2) 

记 A,=D,—aD,., (3) 
则 D4 一 2Dss 二 访 ,-1, 于 是 (2) 式 即 为 

有 一 BA，， (4) 


弟 扒 公式 (4) 中 的 可 为 任何 正 整 数 ,也 就 是 当 n 取 为 x 一 1 时 也 
成 立 . 即 


A, 1—BA.:. 
如 此 ,将 (4) 式 继续 北 推 下 去 , 即 得 
A =BA, =P A 一 (5) 
由 (3) 式 知 ,其 中 
A,= Ds —aD,. 
而 
atB ap ; 
:| 1 ur8 一 (十 8” 一 9， 
Pi =|e 十 中 :ea 十 B 《一 阶 行列 式 ). 
于 是 4 一 (e+ 有 :一 ag- alatB = . C6) 
将 (6) 式 代 人 (5) 式 ,得 
A,=p", 
即 D,—2D, =p". (7) 
将 (7) 式 中 的 分 别 取 为 n.n 一 1.4 一 2,…*,3,2, 得 到 
D,— aD, 1=p 


D1 —aD, :一 和， 


了 。: 一 aD，: 一 8 C8) 


Di —aD; =P?, 
{p;—aD, =Pr. 
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将 (8) 式 中 一 1 个 等 式 两 端 依次 用 11.0. ，… 
后 再 将 这 些 等 式 相 加 , 即 得 

Di—e™ Di=p" ta 4 ep" 二 a ?Bt Pe, (9) 
得 把 DD 一 e。 1 8 代入 (9) 式 ,并 移 项 .得 

万 ,Be 上 ago 1 十 op 24+! Baia 
当 B=a 时 .DD,= (十 Dae"; 
当 Ba 时 ,利用 
Bia! =(B -oO ap 1 +ep" TTBta"), 

即 得 


pe 


D,=8 


8 
此 题 的 另 一 证 法 :把 D, (不 失 -- 般 性 , 取 一 4) 表 示 为 
at+B aB+0o DFO 0+0 
0+1 atB aBt+0 0+0 
0+0 0+1 atB8 ap-+Ho| 
0+0 0+0 0D+1 atp 
再 利用 行列 式 的 线性 性 质 四 ,将 D, 表示 为 2 一 16 个 行列 式 之 和 
(如 例 7 那样 ) ,这 16 个 行列 式 中 的 每 一 列 都 是 行 列 式 (10) 中 该 列 
的 两 个 于 列 之 -…-. 容易 看 出 ,每 一 列 的 第 二 子 列 与 下 - - 列 的 第 一 
子 列 成 比例 ,因此 ,在 2' 个 行列 式 中 只 有 44 1 一 5 个 行列 式 不 为 
0, 即 


Di= {10) 


a a 0 0 a a 0 0 
0 «a mp 9 0 a og 0 
Dy o a oplflo on a ot 
0 0 a 0 0 0 8 
am 吧 095| a 00 9| | 
oa 00. eo or 00 
0 0 80 0 1 8 0 1 B80 
o 0o 1 8| oo018| 0 0 1 8 
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所 以 
T5at 、 8 一 ai 
Di=a'+e ptep+ap 二 + 
人 ， Bza. 
例 13 (补充 题 39; 计算 为 阶 行列 式 
cosd 1 
1 2cosg 1 
D,= 四 » 
1 2cosg 1 
1 2cosd 


解 ”注意 ,这 不 是 三 对 角 行 列 式 , 内 为 这 里 主 对 角 线 上 的 元 素 
不 完全 相同 . 

展开 这 种 上 阶 行 列 式 , 一 般 都 机 设 法 找到 -- 个 递 推 公式 .这 
里 由 于 主 对 角 线 上 第 1 个 元 素 为 cos0, 而 其 余 元 素 均 为 2cos9, 因 
此 要 找 DD, 与 Di 及 PP,-- 之 间 的 关系 .不 能 对 局 , 的 第 1 行 (或 
麟 ) 展 开 , 而 要 对 第 4 行 (或 列 ) 展 开 . 现在 将 DD, 按 第 ” 列 展开 ,得 


cosg 1 
1 2cosg 1 
五 =(2cosfg ID, ,一 1， . . 
1 2cosg 1 
0 lm 

再 将 上 式 中 的 ”一 上 阶 行列 式 按 第 n--1 行 展开 . 即 得 
D, = (2cosO DD, . —D,_». (1) 
由 递 推 公式 (1) 还 难以 递 推出 D。 的 结果 . 这 里 要 用 数学 归 


钠 法 ,首先 易 见 
Di 一 1eosg| 一 cosg， 
leosg 1 


一 一 2cos2b 一 1 一 cos2b 一 sin20g 一 cos20， 
1 2cosb 
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cosd 1 0 
D:=| 1 2cosg 1 |=icos’0— 3cosg 一 cos30 (2) 
0 1 2cosg 


关于 (2) 式 的 结论 .读者 不 难 由 cos38= cos(26 十 9) 二 cos20ces9 一 
sin2bsing 推出 cos30 一 4cosg 一 3cosb. 
于 是 归纳 出 (或 猜想 ) D, 一 cosng, 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 它 是 
正确 的 . 
当 #= 二 1 时, 缚 论 成 立 . 假 设 结 论 对 小 于 有 # 阶 的 行列 式 都 成 立 ， 
那么 对 nn 阶 的 情况 ,由 递 推 公式 (1) 得 
D,=(2cosD cos(n—1)0— cosCn ~2)0. (3) 


利用 cosacosp 一 雪 [eosta 十 色 十 costa 一 局], 得 


D, 2X oo0snd Feostn—2)0) ~cos(n—2)0—cosnb. 


所 以 归纳 的 结论 D,= cosn9 对 任意 正 整数 = 都 成 立 . 

读者 应 该 从 上 面 的 例题 中 ,概括 出 展开 行列 式 的 基本 方法 和 
-一 些 技巧 ,提高 自己 的 解 题 能 力 ,并 在 自己 解 题 的 实践 中 进一步 总 
结 解 题 的 规律 和 技巧 . 

《1) 展开 行列 式 最 基本 的 方法 是 按 定义 展开 ( 即 按 第 1 行 展 
开 ). 如 上 (下) 三 角 行 列 式 ,对 角 行 列 式 , 副 对 角 行列 式 等 都 是 用 
定义 展开 的 .一 般 的 三 阶 数字 行列 式 也 常用 定义 或 沙 路 法 直接 展 
开 . 但 是 对 干 一 般 的 4 阶 (n 之 3) 行 列 式 按 定义 展开 ,需要 计算 
个 4 一 1 阶 行列 式 ,工作 量 较 大 . 尤其 是 一 些 有 规律 的 文字 行列 式 
直接 按 定义 展开 ,难以 发 现 它们 的 规律 (例如 难以 因 式 分 解 ). 

(2) 利用 性 质 ,将 行列 式 化 为 上 (下 ) 三 角 行列 式 是 展开 行列 
式 最 常用 的 方法 .如 例 3, 例 6, 例 7, 以 及 例 4 与 例 5. 

《3) 利用 性 质 ,将 行列 式 某 行 (或 列 ) 化 为 只 剩 一 个 非 零 元 , 然 
后 对 该 行 (或 列 ) 展 开 , 使 n 阶 行列 式 化 为 上 一 1 阶 行列 式 来 展开 
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( 称 为 降 阶 展 升 法 ), 也 是 常用 的 展开 法 .如 例 2, 例 10, 例 11. 

《4) 如 果 行 列 式 每 行 (或 列 ) 元 素 之 和 均 相 等 , 则 展开 的 第 一 
步 是 将 各 列 加 到 第 1 列 ( 或 各 行 加 到 第 1 行 ) ,然后 再 用 前 面 (2?， 
(3) 的 方法 展开 ,如 例 4. 例 5. 

人 5) 如 果 wn 阶 行列 式 中 每 个 元 素 均 为 两 数 (一 般 带 有 文字 ) 之 
和 , 则 可 利用 线性 性 质 .将 其 化 为 2" 个 行列 式 之 和 ,人 在 有 些 情况 
下 ,这 2" 个 行列 式 很 多 都 等 于 零 ,那些 不 等 于 零 的 行列 式 也 很 容 
易 展 开 , 如 例 7 与 例 12 的 第 2 种 解法 . 

《6) 一 些 1 阶 文字 行列 式 , 常 需要 找到 它 的 弟 推 公式 ,然后 利 
用 递 推 公式 递 推出 它 的 结果 ,如 果 难 以 递 推出 结果 ,还 需要 善于 归 
纳 出 它 的 结果 ,再 用 数学 归纳 法 证 明之 . 如 例 12. 例 13. 

《7) 要 会 识别 范 德 蒙 行列 式 ,然后 直接 得 展开 结果 . 如 例 9. 

《8) 要 会 利用 : 当 |4| .1B1 分 别 为 mw 阶 和 有 阶 行列 式 时 ,有 


人 中 = 2 -lal， G) 
* 8B 0 8B 
如 例 8, 再 如 对 于 
0 0 1 2 
| 0 0 3 
D.—,-i 0 1 2|， 
0 一 0 1 2 
0 3 1 2 
如 果 令 
-1 0 0 1 2 
ai 中 | 0 —2 ，C=|1 | 
0 一 3 1 2 
其 中 忆 不 是 行列 式 . 则 
Dp-.® 4 (2) 
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注意 ,这 不 是 (1) 式 的 情形 .也 不 能 如 一 阶 数 字 行 列 式 那样 展开 为 
D;—— AIIBL. 

这 时 ,应 先 将 (2? 式 中 和 所 在 的 第 1 列 与 B88 所 在 的 3 个 列 逐 
列 对 换 3 次 .然后 将 4 所 在 的 第 2 列 与 对 换 后 的 B8 所 在 的 3 个 列 
芳 逐 列 对 换 3 次 .得 

10 和 | A 0 
Ps ep < 一 al 
一 (4 一 6)0-J231T = 12. 

具体 问题 具体 分 析 是 辩证 法 的 灵 瑰 ,名 种 各 样 行列 式 的 展开 . 
既 有 共性 又 有 个 性 ,除了 以 上 8 条 ,读者 还 会 在 学 习 中 来 丰富 自己 
的 认识 . 在 学 了 竹 隆 以 后 ,还 会 增长 计算 ” 阶 矩 阵 的 行列 式 的 一 
些 知识 - 


1.3 ”克拉 默 法 则 


克拉 默 法 则 ( 见 内 容 提 要 (5)?) 是 求 系数 行列 式 不 等 于 零 的 线 
性 方程 组 的 解 的 ~- 种 方法 . 克拉 默 法 则 清楚 地 揭示 了 这 类 元 线 
性 方程 组 的 个 末 知 元 riyrs ，… ,rs 的 解 与 它们 的 系数 及 常数 项 
651.6:，…,b, 之 间 的 关系 . 但 是 求解 时 要 计算 = 十 1 个 工 阶 行列 
趟 .其 工作 基 较 大 . 实际 上 求 这 类 线性 方程 组 的 解 常用 的 方法 是 
第 2 章 中 介绍 的 高 斯 消 元 法 ,或 通过 求 系数 矩阵 的 逆 短 阵 来 求 其 
解 ( 详 见 第 2 章 2.2 节 与 2. 5 节 中 4), 所 以 克拉 默 法 则 主要 是 其 
理论 意义 . 当然 ,对 于 三 元 线性 方程 组 求解 还 是 很 方便 的 ,因为 二 
阶 行列 式 展开 很 容易 . 
例 1 求解 下 列 三 元 线性 方程 组 
xi 一 十 2zrs=-6， 
本 


十 Te 一 273 一 一 2. 
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解 ”系数 行列 式 


11 -1 2 
站 二 |2 一 1 一直 =2? 十 4 十 1 十 2 十 1 一 4 一 6 天 0. 
1 1 -2 
用 克拉 默 法 则 求 方程 组 的 解 . 因 
6 一 1 2| 1 6 2 
D.=| 5 -1 -1=12, Ds=|2 5 —1|=—12, 
1 一 2 1 -3| 1 一 2 —2) 
1 ~1 6 
D=12 一 1 | 
1 1 -3| 
所 以 
| 
例 2 已 知 某 圆 过 点 A(2,1),BC63,4),P( 一 2, 一 1), 试 求 其 
方程 及 圆心 和 半径 . 


解 ” 此 题 用 平面 解析 几何 的 方法 容易 求解 . 这 里 用 待定 系数 
法 来 求 圆 的 方程 . 设 加 的 一 般 方程 为 
了 十 只 az | py 1 c=0, 
点 4,B,P 在 贺 上 ,它们 的 坐标 满足 方程 ,得 
4 二 1 十 2a 十 5 十 < 一 0， ee 
即 


9 十 16 十 3a 十 46 十 e 二 0， 3a 十 4 十 c 一 一 25， 


4 十 1 一 2a 一 5 十 < 一 0. 2a 十 0 一 < 一 5 
系数 行列 式 
21 1 
D=|3 4 1 一 一 8 十 3 十 2 一 8 一 2 十 3 一 一 10， 
2 1 一 ! 
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-5 1 1 2 一 5 
D=|—25 + 1 = 40 站 :一 |3 一 25 
5 | 2 5 
2 1 -5 
D,=|3 4 -25|=50. 
2 1 5 
所 以 
= 马 =4， 扩 -器 = 一 8， c= 秆 =-5 


的 一 般 方程 和 标准 方程 分 别 为 
了 妇 十 只 十 4z 一 83y 一 5 一 0， 
《( 工 十 2)2 十 (3 一 92 一 25. 
该 加 的 圆心 D( 一 2,4), 圆 的 半径 ~ 一 5 
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四 
1 (习题 7) 计算 功 1 | ,其 中 so 一 二 41 
wm 1 


21 


1 


解 法 1: 中 各 行 元 素 之 和 均 为 1+w+ez ,所 以 把 第 >,3 列 加 到 第 


列 ,然后 再 把 第 1 列 后 两 个 元 素 化 为 零 , 再 对 第 1 列 展开 , 即 
1 ww 
1 1 包 
1 好 1 
1 包 ww | 


Ds = Twat) 


@-D 
-PD 


0 1 wo 


(1 十 wT) 


0 ww 1—e 


1l—w wll~—w) 


一 (1 ww ) 
tot | 1 一 中 
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= wt 


1+w 


(+ot en) (oe) (1—w 


机 于 or 一 二 二 1 罕 是 方程 十 o+1=0 的 根 ,所 以 D. 一 0。 


1 ow wi 

0 -we ww |- (wy) 
lo 0 -mw 
={ a) (1 wt ):=0. 


Dy 


B+DX 区 


此 题 法 2 比 法 1 还 简便 ,所 以 各 行 元 率 和 相等 时 ,并 不 一 定 都 要 把 备 列 


加 到 第 1 询 后 青 展 并 . 


365 6 1 
2 5 4 ;3 
2 (习题 14》 计算 Di=|3 6 3 4 2|. 
2 .54 6 5 
111 -1 -il 
解 ” 先 将 第 1 行 与 第 5 行 对 换 , 第 3 行 与 第 《 行 对 换 ( 反 蕊 两 次 ,其 值 不 
变 )， 
Il1 11 -1 -1 
2 .54 5 3 
D=|2 5 4 6 5 
3 .63 4 2 
36 5 6 4 
111 1 -1 
032 7 5 
032 8 7 
030 7 5 
032 9 了 
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J 
9 
[1 0 2 4 
2 .0b 0 
3 (习题 23) 计算 
3 ci4 5| 
la 0 0 of 
站 * 
解 ” 提 示 : 用 行列 对 换 将 其 化 为 0 8 三 1&8. .答案 为 aPed 
a 1 0 9 
—! 510 
4 (习题 24) i 计算 、 
0 -1 cl 
0 0 -ld 


解 ” 这 里 a,5,c,d 不 相同 ,所 以 不 是 三 对 角 行列 式 . 此 时 ,可 利用 性 质 
将 第 1 列 化 为 只 剩 . -个 非 零 元 ,然后 榨 第 1 列 展开 ,但 要 注意 ,不 归 将 第 1 


行 乘 二 加 到 第 2 行 ,这 样 乱 形 中 假定 了 a 考 0, 对 于 a 二 0 的 情况 ,还 竖 另 加 讨 


论 . 所 以 这 里 应 是 第 2 行 乘 < 加 到 第 1 行 , 即 


10 -la 
aa 
1+ed|( 按 第 3 行 展 开 ) 


0 
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l+ab ad 
上 l+ed 
此 题 用 了 两 次 * 降 阶 展开 法 ”, 把 四 阶 行列 式 化 成 二 阶 行列 式 展 开 . 如 果 
这 里 也 追求 化 为 上 三 角 行 列 式 展开 ,就 比较 麻 炬 - 
a (ai) ata)’ (Ca 十 3 
人 6 十 ])2 Cbt2) 《二 3) 
(一 Ce 二 23 
本 dd 二 2 Ce 
解 提示: 利用 开 一 > 二 (x 一 YCx 十 >), 将 第 二 列 加 第 3 询 乘 一 1, 第 3 
列 加 第 2 列 乘 一 1, 第 2 列 加 第 1 列 末 一 1 ;再 将 变换 后 的 第 4 列 减 第 3 列 , 第 
3 列 减 第 2 列 . 如 此 第 3,4 列 元 素 全 为 2, 所 以 行列 式 等 于 零 . 
6《{《 补 充 题 37) 还 明 


-| 一 (] wa)(lted) tad. 


5 (习题 25》 计算 


e 


zz 1 0 “0 0 
0 x -1 0 0 
0 4 0 0 
Du 一 。 
0 0 0 z 一 ! 
aa as 十 qi 


a 
证 从 这 个 文字 行列 式 中 at ,as ,as 分 别 在 4 个 列 可 见 其 为 n 阶 行 
列 式 . 证 明 这 样 的 恒等式 ,一 般 是 先 找 到 D, 的 一 个 递 推 公式 ( 即 也, 与 比 它 
阶 数 低 的 同类 型 行列 式 的 关系 ) ,然后 递 推出 结果 ,如 递 推 困难 ,再 用 数学 归 
纳 法 证 明 . 这 里 先 把 D, 按 第 1 列 展开 ,得 
站 ,一 zD,，) 十 (一 1)m+1a m1)" lrD 1 +ar. (1) 
在 (1) 式 中 可 为 任何 正 整数 ,将 # 换 为 nm 一 1, 就 得 六 -一 zD,-: 十 ao-i， 如 
此 由 (1) 式 递 推 ,可 得 
D, =zD, tar = TCD, sa} + ean 
=xD, stairta, 
=z: CrD, 3 十 ao) 十 ar-lzx 十 an 


=x° D3 十 as 和 十 ao ix 十 as 
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= Da te ars adrl ta,. C2) 
一 ! 


a ta 


注意 .其 中 D: 一 六 十 oz es 代 人 (2) 式 ,得 


Ds tar ae 二 
即 
DT > au (其 中 必 一 1). 


这 蛙 也 可 利用 递 推 公式 (1》, 按 数学 归纳 法 证 明之 。 
当 %=2 时 ,Ds 二 Di 十 a “xr 十 qi az 一 十 ae 结论 成 立 ' 根 
没 "一 1 阶 也 成 立 , 即 


如 对 于 阶 有 


7 (补充 是 30) 计算 PP 一 
2 9 
3 2 3 2 
_l1 2 _ 1 3 
了 了 了 7 


解 第 1 列 依次 乘 2, 一 1,3 分 别 加 到 第 2,3,4 列 , 可 将 第 4 行 化 为 具 科 
- .个 非 零 元 一 177. 然 后 可 按 第 4 行 展开 . 但 这 样 要 作 很 多 分 数 运算 ,比较 麻 
烦 .所 以 先 把 第 1,2.3,+ 行 分 别 旭 出 公 因 子 1430.3 汪 ,1'30.1 7, 使 行列 式 中 
元 素 皆 为 整数 ,然后 再 作 前 而 所 说 的 列 变 换 , 即 
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10 一 75 12 45 
7 25 
2 5 
t 2 一 1 3 
10 55 2 75 
75 
一 33 
一 15 
本 一 基肥 xx15( 一 145 上 35) 到 
1 1 1 一 Pa 
1 1 —n 1 


8 (补充 题 41) 计算 DD. 一 


| 
a : 
解 ” 各 行 元 素 利 皆 为 一 1 ,把 各 别 加 到 第 1 列 . 再 将 第 上 行 乘 1 加 到 共 

余 各 行 ,得 


D,—(—1) 《 按 第 1 列 展开 ) 
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| “nl | 


四 《( 按 第 工行 展开 ) 


n 0 1 
-nl 
nt 
Dnt 
| 1! 2 3 nl 
| 314+ n 1 
3 4 3 1 2 
9 (补充 题 49 计算 D- 2 
| 3 2 


了 1 2 wn nl 
解 “各行 亏 素 之 和 二 为 14 2+3 二 二 Of 9) 1 na 一 到 2 也 .把 各 列 抑 


nn 


素 加 到 第 1 列 ,提出 公 因 于 人 3 了 ,并 从 最 所 一 行 起 ,依次 减 前 - 行 ,一 直人 敌 
到 第 2 行 碱 第 1 行为 止 ( 共 做 a- 1 次 ). 即 得 


jl 2 3 nl 

oD 1 上 1 I—n 
站 ac 0 1 1 1—n 1 

oo 1 上 1 

10 1 1 ”1 上 | 


将 上 式 按 第 1 列 展开 ,并 将 其 “1” 的 余子 式 的 第 1 行 乘 一 1 加 到 其 余 各 行 、 
即 得 


© 
| 
六 
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再 将 上 式 的 各 列 加 到 第 1 列 , 并 对 第 1 列 展开 , 即 得 
一 1 i 


0 0 -nn a 
nr) : 
六 一 2 : 
0 na 0 a 
0 日 o nn 
人 —n 
本 J : 
2 —n 0 a 


0 0 
将 上 人 向 的 a 一 2 阶 行列 式 按 最 后 - 行 展开 ,得 


a 


[ee (n=( 一 
1! 1 1 11 
nn x zx 
如 所 < 
10 (补充 题 44) 证 明了 ,一 | : 
wo 也 
=(2 nr) I Gy. CD) 


证 法 上 用 证 明 范 熏 莹 行列 式 的 方法 证 明之 . 先 将 第 =” 行 加 第 * 一 1 行 
乘 一 如 ,然后 依次 从 第 一 1 行 直到 第 2 行 ,都 将 前 一 行 磁 一 x 加 到 后 行 ,得 
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a) ra a) Cat | om 


首 上 式 中 最 后 一 行 改 万 为 :三 十 zr 十 
则 上 面 的 行列 式 可 以 化 为 两 个 行列 武之 和 , 即 
1 1 1 


上 出 第 一 个 行列 式 是 本 是 类 型 的 4 一 1 阶 行列 式 ,可 记 作 成,-1, 但 共 w 一 1 个 
… zi; 第 二 个 行列 式 是 由 r,t，… ,xs 为 元 的 x 1 阶 范 德 蒙 行 


p= (Te [pa tr I ma] {2) 
下 出 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 成 立 . 当 w=3 时 ,由 C2) 式 得 


用 一 (ea 一 XI) (zs -ol T(rs | 


3 


rn Lr zr) ,re}] 


= xr rT) (Tr) 


=-( 袜 =) I sn). 


erie 


所 以 (1) 式 对 n 一 3 是 威 立 的 . 归纳 假设 (1) 式 对 一 1 阶 行列 式 成 立 , 下 面 利 
岂 递 推 公 式 (2) 证 明 (1) 式 对 阶 行列 式 也 成 立 - 由 (2) 式 和 归纳 假设 ,得 
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oom dB) Hal 
- 人 ) I -oo 
(Bx ") I (x 一 +) 二 (1) 式 右 端 . 


所 以 CD 式 对 任意 的 在 整数 于 者 成立 . 
法 2: 这 是 一 个 技巧 性 比较 强 的 解法 . 由 于 该 行列 式 每 一 列 最 后 两 个 元 


素 为 -cf 从 而 不 是 范 德 莹 行列 式 . 代 是 .可 以 将 该 行列 式 洪 行 ,并 加 一 
列 . 使 之 成 为 x 十 1 阶 范 德 蒙 行列 虔 , 即 
1 1 1 1 1 
x Ts 
三 < 
Vo) i C3) 
好 
rr 
EE TY y” 
一 (一 一 mr 一) 一 1 (一 


由 3) 式 可 见 , 将 (3) 式 按 最 后 一 列 展开 ,其 > ,的 系数 就 是 以 行列 式 的 入 
对 1;: 由 (和 式 又 可 见 ,y :的 系数 为 
一 (一 妇 十 4 十 委 十 -1 Tl Crt), 
所 以 原 行列 式 D, 的 值 为 | 
D, mtrtmte) I om) 


1 


(之 x ) ee 一 蕊 ). 
11 (补充 题 435) 证 明 ( 用 数学 归纳 法 ) 导 数 关系 式 
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1.4 
af 是 ou lt) 
an aa 人 0 aurcb | 
da me a a 是 ss os 
本 : 
ont) 


a | 4 
an (9 是 ss 


amlt) eg 
Ch 


和 证 “下 面 将 wu (0 记 作 eu ; 旺 oskD 记 作 改行 列 式 (0 用 记 作 Di 号 


数 是 口 记 作 D 
对 行列 式 的 阶 数 # 作 数学 归纳 法 证 明 . 当 na 一 1 时 ,(1) 式 足 然 成 立 .假设 
(DD 式 对 4 一 1 阶 行列 式 成 立 . 下 面 证 明 (1) 式 对 n 阶 也 成 立 . 由 于 


D aa tan A ttan A 
eA 十 


故 Da 十 Qn 二 
na AL 一 十 Qm A £2) 
其 中 
a 
He C3) 
a dn Em 
an41 +axa: 二 十 amAn 《由 归纳 假设 得 ) 
aw a dn CE 
am | cm : 
| + 
CA Co ao om 
As -a a 
es a an 


lal 
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la 


ab Ga 
-> . | GD 
各 | 


综 上 得 ,(2) 式 右 问 = (3) 式 二 (4) 式 1) 趟 右 端 - 所 以 对 任意 的 阶 行 
列 式 求 导数 都 等 于 (1) 式 中 的 n 个 行列 式 之 和 . 
12 (补充 跑 47) 求 使 3 个 点 (armsoye) 《xs ,ys) 位 于 -直线 上 


的 充分 必要 条 件 . 
解 ” 企 平面 直角 坐标 系 中 直线 的 一 般 方 程 为 
一 如 Oy 
3 个 点 位 十 该 直线 上 时 ,其 点 的 坐标 满足 方程 , 即 


am 十 bm 十 c 一 D， 
| Ha 十 cb， (2) 
azs dys Fe=0, 
作为 -条 直线 , 方 穆 (1) 中 的 apic 趟 全 为 零 , 因 此 关于 aprc 的 齐 次 线性 方 
程 组 (2) 有 非 零 解 .所 以 3 个 点 位 于 同 直线 上 ( 即 3 个 点 共 线 ) 等 价 于 方程 
组 C2) 有 非 零 解 ， 
由 上 克 拉 默 法 则 知 ,由 ”个 方程 构成 的 = 元 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 
不 等 于 零 时 , 齐 次 方程 组 只 有 全 为 零 的 解 , 这 等 价 于 齐 次 方程 组 有 非 零 时 其 
系数 行列 式 必须 等 于 零 , 这 里 就 是 
zy 1 
—0. (3) 


3 1] 
以 后 在 第 3 章 中 将 述 明 式 (3) 也 是 齐 次 方程 组 (2) 有 非 零 解 的 充分 条 件 ， 所 
以 3 个 点 Cr ey) Css ,Cxs ys) 共 线 的 充分 必要 条 件 就 是 (3) 式 ， 

13 (补充 题 49)” 写 出 通过 点 (1.1.D,1,1. 一 ,61 一 1 一 1,0. 
0) 的 球面 方程 ,并 求 其 半径 和 球 心 坐 标 . 

解 空间 直角 坐标 系 中 球面 的 一 般 方程 为 

x Ty te 1 artby + cetd=0. 

球面 上 的 点 的 坐标 应 满足 该 方程 ,于 是 由 题 设 即 得 
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1 十 1 十 ] -2 一 4 二 ce 十 qd 一 0 
] FF1 十 1 十 a 1% 一 < 十 cd 一 0 
1 1--1+a -TcTd 一 0， 
1 1—a +ad 0. 
即 
a-blrtd=—3, 
a1B—t+ d=—3, 


CD) 
三 一 3， 
1. 
1 1 1 了 【1 1 1 11 
1 1 -1 1 D 0 -2 0 
p= = 
1 -1 1 1 0 -2 0 nO 
1 0 0- 0 -1 -1 2 
0 ?| 
加 o 0 一 5 天 人 
—1 一 1 一 ?| 
所 以 @) 有 惟一 解 
二 了 实 ，:= 刁 
a= 写 4-p' 入 
其 中 
-3 1 1 1 
-3 1 -1 | 
Di = 
3 -1 1 1 
1 0 0 
1 1 1 | 一 3 上 11 
11+ 
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D:= | =u (第 1,3 行 相同 ); 


1 1 1 
1 1 
1 1 =0 (第 1,2 行 相同 》: 


1 1 1 | 1 1 -3 
1 ] 1 ] 0 一 2 口 
D, = 
1 一 1 1 ] 一 2 o 日 
1 0 0 中 lo- -1 4 
0 2 0 
一 一 2 0 0:=—.6. 
i 1 -1 4| 
于 是 即 得 


所 以 球面 六 径 民 372. 球 心 华 标 为 (1*2,0,0)。 
14 《补充 题 50) 已 知 a! 才 好 , 证 明 方程 组 
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| ze 十 下 cns 一 ]， 
Bre Tarer =1. 

bre + Q ron-l : 

Br 十 atan 一 】 


有 惟一 解 , 并 求 此 解 ， 
解 ” 这 里 不 似 ef 了 大 ,而 及 a 隆 0,5 了 0, 如 果 志 =0,4 隆 0, 则 方程 组 显然 


有 有 惟一 解 , 且 世 一 二 人 12， 2m) 


该 方程 组 的 系数 行列 式 
a b ; 
a 5 | 第 24 行 加 第 1 行当 (一 达 ) 
ab 第 2 4 一 1 行 加 第 2 行 乘 ( 一 上 
p= ba 
b 4 | 第 "1 行 加 第 4 行 乘 (一 二 】 
已 a 
a 6 | 
a v | 
a b . 
Ea | 


所 以 方程 组 有 惟一 解 . 
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由 第 1 和 第 2 方程 
人 


ra -1, 


得 


2.1 基本 要 求 与 内 容 提要 


1 基本 要 求 


(1) 会 用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 . 

(2) 理解 矩阵 的 概念 ,熟悉 单位 矩阵 .数量 矩阵 ,对 角 和 矩阵 .上 
(CT 下) 三 角 矩 阵 和 对 称 ( 反 对 称 ) 矩 阵 的 基本 运算 性 质 . 

(3) 熟练 掌握 矩阵 的 线性 运算 (加 法 和 数量 乘法 ), 采 法 、 转 置 
及 其 运算 规律 ,以 及 方 阵 乘积 的 行列 式 和 方 阵 的 蝴 . 

(4) 熟练 学 握 矩阵 可 逆 的 条 件 和 求 逆 的 方法 (用 定义 .伴随 窍 
阵 和 初等 变换 求 逆 ). 

(5) 熟练 学 握 垂 阵 的 初等 变换 和 3 种 初等 矩阵 ， 

(6) 掌握 分 块 矩 阵 的 运算 及 其 应 用 


2 内 容 提 要 


《1) 高 斯 消 元 法 是 对 线性 方程 组 中 的 方程 做 3 种 初等 变换 将 
其 化 为 同 解 的 阶梯 形 方程 组 来 求解 的 一 种 方法 . 具体 操作 见 
2.2 节 . 

《2) 矩阵 的 线性 运算 (加 法 和 数量 乘法 ) 

设 同型 矩阵 4 一 (a, ) 和 县 一 (by)E FREEF( 数 域 ). 规定 
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4 十 了 一 (av +b,) E Foxn ， 
4 一 (bao)EFov， 
A—B=A+(—B=(a, 一 如) EP". 
和 矩阵 的 线性 运算 满足 以 下 运算 律 (4,B,C 为 同型 矩阵 ， 
ALEE)， 


D 4A+iB=B+A; 加 4 十 (有 十 C) 一 (4 十 下) +C; 
图 4 十 0 一 4(0 为 零 拭 阵 ) 国 4 十 (一 4) 二 000 为 零 人 矩阵 ) ; 
© 14=A; (DA 一 RCIA) 3 

@@ (kDA=EATIA; ® (ATB)=kATEB. 

(3) 矩阵 的 鳞 法 


设 4 一 (ay)EF 7 有 一 (DEF 规定 
AB=C== co )E Fn， 

其 中 心 是 4 的 第 i 行 与 B8 的 第 j 列 依次 对 应 元 素 的 乘积 之 和 , 即 
© =auby tasbe 十 人 十 anB (i=lr mj ls). 
如 果 和 的 列 数 与 吾 的 行 数 不 相 等 , 则 48 没有 意义 ( 即 不 可 

隧 ). 
矩阵 的 乘法 满足 以 下 运算 律 : 

D (AB)C—A(BC); 
四 AB) 二 (kA 入 )B 一 4(kB) ,其 中 大 是 数 ; 
BACB+C)=AB+AC, (B+C)A—BA+CA. 

矩阵 乘法 不 满足 以 下 运算 律 ; 

中 不 满足 交换 律 ， 即 一 般 来 说 45 天 B4; 

@@ 由 48 一 4( 零 矩阵 ) 不 能 推出 4 一 0 或 鼎 一 0. 即 4 天 0 用 8 关 

0, 可 能 使 AB 二 0: 

图 不 满足 消去 律 , 即 由 4 如 一 4C, 一 般 不 能 推出 号 一 C. 但 如 果 

和 可 道 , 则 必 有 号 一 C. 

方 阵 和 与 下 的 乘积 的 行列 式 14B1 一 14|1|18|. 
(4) 矩阵 的 寡 . 规 定 方 阵 4 的 不 次 村 为 
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4 一 .44 个 和 连 乘 )， 
由 此 可 推出 : 4 一 4 《4 一 4 (2 尼 为 正 整数 ), 但 是 ， 
一 - 般 来 说 
AB) FAA. 

如 果 48B 一 B4( 即 48 可 交换 :上 于 时 有 4,B 必 为 同 阶 方 陈 }. 则 
(AB)'=A'B' =BA’. 

(5) 矩阵 的 转 置 

及 一 lan) EF" "的 转 置 朱 阵 A 一 (ai) EF"", 其 中 


四 一 


, {= j=). 

有 的 书 将 4 记 作 如 ， 

如 果 4 一 4, 称 4 为 对 称 称 阵 ; 若 4 一 一 4, 称 4 为 去 对 称 握 
阵 ,反对 称 策 阵 的 主 对 角 元 全 为 0。 

扼 阵 的 转 置 运 算 满 是 以 下 运算 律 : 


DD (4)'—A: 图 (4 上 8) :一 4 十 B7; 
国 (AT 一 A4 是 数 ); 由 (48)T 一 术 人， 
进而 有 


CA 
《6) 可 逆 符 阵 及 其 赣 算 阵 
四 若 4B 一 B4= 工 则 称 4 为 可 道 矩 阵 ,并 称 吾 为 4 的 送 矩 阵 ， 
记 作 入 := 县 
包 矩阵 入 可 道 的 充分 必要 条 件 为 14| 天 0- 
加 可 道 矩 阵 的 道 和 阵 症 惟一 的 . 
国 求 着 矩阵 的 方法 
(i) 用 定义 . 如 对 角 阵 A 二 diag(al ,ax 


A =aing( 


…qu) 的 道 矩阵 为 


工 
ul 和 
i) 用 伴随 算 阵 ,4 二 (4,)EF™“ 的 逆 和 矩阵 


1 
1A 
14| 
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其 中 
IA A An 
_ 14 An A 
A Am A 
式 中 A, 为 4 的 元 素 as 的 代数 余 了 式 . 
Gii) 用 初等 变换 法 
(A ,D(A 1)， 
六 初等 列 变换 I 
人 一 (4 1 } 
加 可 逆 矩 阵 满足 以 下 运算 律 : 
(CD (4 一 4 《iD CA 一 站 4 (是 非 零 数 ); 
Gii) AB) =B A Civ) (4 一 一 (1073 
ll 
(W141= A 
多 个 可 逆 人 矩阵 莱 积 的 逆 矩 阵 为 


CAA) A 
(7) 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 


中 对 矩阵 的 行 和 列 的 3 种 初等 变换 为 : (i) 对 第 i 行 (或 列 ) 乘 
非 零 常数 (将 第 ; 行 ( 或 列 ) 乘 " 加 到 第 ; 行 (或 列 ); Ci) 将 第 i 


行 (或 列 ) 5 第 / 行 (或 列 ) 对 换 . 
相应 于 3 种 初等 变换 的 初等 矩阵 为 : 
(iD 倍 乘 初 等 矩阵 号 (c) 是 将 单位 矩阵 第 7 行 (或 列 ) 乘 c: 


(i 倍加 初等 矩阵 Bo 5c) 是 将 单位 惩 阵 第 : 行 (或 第 7 列 ) 乘 < 


加 到 第 j 行 (或 第 i 列 ); 


(ii) 对 换 初 等 矩阵 E, 是 将 单位 甜 阵 的 第 i 行 和 第 j 行 (或 列 ) 


对 换 . 
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名 初等 矩阵 左 乘 息 阵 4, 妈 ,C04,E, (cA4,EE, 和 加 .它们 分 别 表 
示 上 述 对 4 做 3 种 初等 行 变换 . 

初等 矩阵 右 羔 甜 阵 B, 则 是 对 矩阵 吾 做 3 种 列 变换 ,但 要 注意 
BE, (c) 是 表示 将 县 的 第 / 列 乘 “加 到 第 : 列 ， 

图 初等 矩阵 都 是 可 道 和 矩阵 ,它们 的 道 矩 阵 分 别 是 同类 初等 矩 
阵 , 即 


BO=E (LT). FO=E,(-O, E'=E,. 


@ 对 可 逆 算 阵 4 只 做 若干 次 初等 行 变 换 { 或 列 变换 ), 可 将 其 
化 为 单位 矩阵 . 从 而 可 道 垂 阵 入 可 以 表示 为 若干 初等 矩阵 的 乘积 ， 
即 存 在 初等 矩阵 户 ,P，,…,P., 使 

也 PPiA 一 1 从 而 和 =CP, PP1) !=Pr'Pr'…P.'， 
且 

一 已 -PP =—P. PPL. 

这 就 是 用 初等 行 变换 法 求 4 "的 理论 依据 . 

(8) 分 块 矩阵 的 运算 

他 加 法 和 数量 乘法 , 设 分 块 矩阵 4= (4u ) >… 且 一 (Bu )xe 且 
和 与 县 的 对 应 子 块 勾 ,与 Bs 是 同型 矩阵 ; 则 

ATB ={h + Br),,, 
和 4 二 以 44) x。 CA 是 数 )， 

名 乘法 : 设 分 块 矩 阵 4 (4 有 旦 = (上 应) vs, 且 及 的 列 的 分 

块 法 和 加 的 分 块 法 完全 相同 , 则 
4 一 C=-(Cue 

盈 C Xt 分 块 吞 阵 ,上 且 Ck 是 4 的 分 块 第 上 行 与 召 的 分 块 第 ! 询 
的 对 应 于 块 乘积 之 和 , 即 

Ci =A BlitheBat th By (R= rl. 

地 转 置 : 分 块 矩 阵 4 一 (4v )>x: 的 转 置 所 阵 为 

AT=(Bi) x.» 
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其 中 Ba 一 A 天 二 1 一 1 
2.2 高 斯 消 元 法 


高 斯 消 元 法 的 基本 思路 是 ,对 线性 方程 组 中 的 方程 做 3 种 初 
等 变换 ( 菜 方 程 冬 非 零 常数 ;一 个 方程 荚 常数 c< 加 到 另 一 个 方程 ; 
两 个 方程 对 换 位 置 ), 将 其 化 为 同 解 而 又 易于 求解 的 阶梯 形 方程 
组 . 它 是 求 线性 方程 组 的 解 的 一 种 基本 方法 . 

所 谓 消 元 就 是 把 某 个 未知 元 的 系数 化 为 零 . 因此 ,为 了 使 消 元 法 
的 解 题 过 程 书写 简明 .我 们 就 把 线性 方程 组 中 的 未 知 元 rt rz， yz 
去 掉 , 将 其 对 应 为 . 张 扰 形 数 表 ( 称 为 方程 组 的 增 广 矩阵 》 


an Qe an ib 
A Aw a b 

; {2.1) 
Gm dm ms Om 


消 元 过 程 就 灾 成 对 线性 方程 组 的 增 广 禾 阵 傲 3 种 初等 行 变换 ( 某 
行 乘 非 零 常 数 “;: 其 行 匀 " 加 到 另 一 行 ;两 行 对 挽 位置). 

高 斯 消光 法 是 种 规范 化 的 消 元 法 , 它 是 按 一 种 固定 的 “ 程 
序 " 来 消 元 的 - 首先 做 初等 行 变换 .把 第 1 列 的 元 素 化 为 只 剩 一 个 
非 零 元 ,并 把 该 非 零 元 置 十 第 1 行 第 1 列 , 然 后 依次 对 第 2,3，…， 
za 十 1 列 都 仿照 第 1 列 那样 进行 ,把 (2. 1) 式 化 为 阶梯 形 矩 阵 . 为 简 
明 起 见 ,不 妨 设 m 二 二 5, 且 化 为 


ea em csid 


本 
lo 0 ce ew :qs 
0 0 0 es Ca :ds |. (2. 2) 
0 0 [9 总 dal 
0 0 日 总 0 0 


此 时 .方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 4, 二 0. 有 解 时 ,求解 步骤 为 . 
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把 每 一 行 第 1 全 非 零 元 ch ,cs co 对 应 的 未 知 元 x ,rs zi 妥 为 基 
本 未 知 量 , 把 其 余 的 -cz 肥 为 自由 未 知 量 ,并 取 xz, 二 二 x; 二 上 
(ks 为 任意 常数 ), 将 其 代入 (2. 2) 式 所 对 应 的 方程 组 ,然后 先 
求 得 x, ,代入 第 2 个 方程 再 求 得 x, ,将 xs ,x 代 人 第 1 个 方程 ,最 
后 求 得 mm. 这 样 求解 ,必须 一 个 一 个 回 代 ,为 了 省 去 回 代步 骤 , 我 
们 继续 在 (2. 2) 式 上 做 初等 行 变换 ,将 每 行 第 1 个 非 零 元 上 方 的 元 
素 cycu ea 都 化 为 零 ,并 把 每 行 第 1 个 非 零 元 均 化 为 1, 得 到 一 
个 行 简化 阶梯 形 矩 阵 


1 co 00 cb 
0 0 10 cidqds 
0 0 01 cial. (2.3) 
0 0 00 0:0 
0 0 0 0 0 站 


在 行 简化 阶梯 形 增 广 和 矩阵 对 应 的 方程 组 上 ,求解 极为 方 使 , 令 
Ti 一 此 , ,rs 一 ,立即 可 得 


r= di cls kl —c!s ks 
zx 二 ks 
zs = ds 一 < 名 到 ， 
一 一 < 和 下 ， 
一 3 
即 

A ba 一 cf —o 

zy 0 1 0 

| 二 | 十 如 | 0 | 十 如 | 一 属 | 人生 为 任意 常数 )， 

x Ea 0 一 属 

a| lo lo 0 


这 里 解 的 表示 形式 ,利用 了 后 面 的 向 量 加 法 和 数量 乘法 . 
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例 1 线性 方程 组 


1 十 Ts 27s 一 Ti 一 1， 
一 一 2 一 7zr,=3， 
Tsara 二 tx 二 1 一 3， 


ri | ze 1 2 二 (4 -2)x1=t 十 3 
中 的 a,t 取 何 值 时 ,方程 组 无 解 ,有 惟一 解 , 有 无 穷 多 组 解 ? 有 无 
穷 多 组 解 时 , 求 其 解 . 
解 ” 记 方程 组 的 增 广 和 矩阵 为 (4,5), 则 
1 1 2 一 1L，1 
DT 2 (D 
0 1 a t 一 3 
1 1 2 z 一 2 5 十 3 
将 其 第 ] 行 荚 一 1 分 别 加 到 第 2,4 行 , 得 
1 1 2 -1: 1 
0 一 2 —4 -一 63 2 
(和 6) 一 ， 
0 1 四 和 一 3 
0 0 0 1 一 1 十 2 
把 第 2 行 乘 一 言 ,再 将 其 乘 一 1 加 到 第 3 行 ,得 
11 2 1:1 
ol 2 3 ;一 ! 2) 
0 0 a2 {1—3:t—2 
00 0 411irtt2 
(1) 当 a 关 2,t 隆 1 时 ,方程 组 有 惟一 解 . 此 时 求解 比较 繁 , 因 
为 将 增 广 矩阵 化 为 行 简化 阶梯 阵 也 不 方便 . 所 以 先 由 第 4 行 对 应 


的 方程 (1 一 1)x, 一 1 十 2, 得 如 二 全 和 将 其 回 代 到 第 3 行 对 应 的 广 


程 ,得 
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4 
3 2 tl 
再 将 x ,xr 回 代 到 第 2 行 对 应 的 方程 ,得 


ml [和 2 2 +3tet2)]; 


最 后 把 x ,x .x 回 代 到 第 1 行 对 应 的 方程 ,得 


6 


(2) 当 : 一 1 时 ,第 4 行 对 应 的 方程 为 0，xz 一 3, 此 时 , 方 


程 无 解 . 
《3) 当 a 一 2 时 , 今 第 3,4 行 最 后 两 列 元 素 成 比例 ; 即 
1—3_it—2 组 一 
2 


此 时 ,第 3,4 行 对 应 的 方程 部 是 x, = 2. 从 而 方程 组 有 无 穷 多 组 
解 .将 a 二 2,/ 二 4 代入 阶 梯形 增 广 矩阵 ,并 进而 用 初等 行 变换 将 其 


化 为 行 简化 阶梯 矩阵 , 即 
112 -1 1 1 0 .00; 10 
012 3; 一 0 12 0 -7 
ooo 1327oool 2 
000 3 6 0000 0 
它 所 对 应 的 方程 组 为 


一 10， 
| 
一 2 
取 rs: 一 ,得 方程 组 的 解 为 
Crivrivry rs) =(10, 一 7 一 2k,,2) 天 为 任意 常数 . 
(4) 当 a 一 2,t 关 4 时 ,矩阵 (2) 中 ,第 3,4 行 不 成 比例 .它们 所 
应 的 方程 是 矛盾 方程 ,从 而 方程 组 无 解 . 或 者 对 矩阵 (2) 做 初等 
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行 变换 ,将 第 3 行 乘 (一 站 ) 加 到 第 4 行 ,得 

1 12 1: 1 

0 1 2 3 工 

0 0 0 312 | (3) 

:ot—4 

00 0 0 2 一 8 
从 拓 阵 (3) 对 应 的 方程 组 可 见 ,t 一 3 天 4 或: 产 4 日 :天 3 时 ,方程 组 
均 无 解 


例 2 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 为 
4 -2 13 0 
CD 
3 -1 8 1 
5 3 一 3 11 
试问 : pp 取 何 值 时 ,方程 组 有 和 解 ? 并 求解 . 
解 如 果 将 第 1 行 分 别 乘 一 二 ,一 二, 一 二 ,并 依次 加 到 第 2， 
3,4 行 , 这 样 昌 然 后 3 行 第 1 列 元 素 全 化 成 零 .但 其 他 元 素 有 很 多 
分 数 , 如 此 再 继续 消 元 时 计算 很 繁 . 为 使 消 元 过 程 简便 , 先 把 第 3 
行 乘 一 1 加 到 第 1 行 ,将 第 1 行 化 为 
(1 1 5 -1 1). 
并 把 第 2 行 换 到 第 4 行 (否则 消 元 时 第 2 行 的 之 会 引起 麻烦 ), 即 
1 -1 5 -415 
行 变 换 |3 一 1 8 1 
5 3 -3 31 1 
la 4 p 10:1 
将 第 1 行 乘 一 3, 一 5, 一 2, 并 分 别 加 到 第 2,3,4 行 ,得 


Po 


(4,b) 
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1 -1 5 -1 
行 变换 _ 0 2 一 了 4 一 1 

0 8 -28 16. 一 4| 

0 6 26-10 12 :一 ! 

再 将 第 2 行 乘 一 4 一 3, 依 次 加 到 第 3. 1 行 ,并 将 第 3.4 行 对 换 . 得 


[1 5 1 1 
行 变换 |0 2 -7 14; 一 1 
oo oo 0 2) 

0 0 0 0: oJ 


当 p 十 11 关 0 妈 p 隆 一 11 时 ,方程 组 有 无 穷 多 组 解 , 取 ,为 
自由 未 知 量 . 令 x 一 (任意 常数 ) ,依次 解 得 

__2 _ 3-p 

Tp 
例 3 齐 次 线性 方程 组 的 系数 答 阵 为 


2 Tl 


a 2 -1 
A=|2 1 2|. 
3 3 | 


试 网, a 取 何 值 时 , 方 穆 组 有 非 零 解 ? 并 求解 
解 “此 时 如 果 把 第 1 行 乘 一 二 ,一 之 分 别 各 到 第 2.3 行 .把 第 


1 列 化 为 只 剩 1 个 非 零 元 <, 这 样 做 不 好 ,因为 首先 假定 了 “天 0， 
解 完 后 还 需 讨 论 < 一 4 时 是 和 否 有 非 零 解 ,而 且 在 第 2,3 行 的 第 2,3 
列 元 素 出 现 含 < 的 分 式 , 继 续 消 元 也 比较 麻烦 . 此 题 可 用 下 面 两 种 
方法 求解. 

法 ]: 把 4 的 第 1 行 与 第 3 行 对 换 ,并 把 第 2 行 乘 一 1 加 到 第 
1 入 ,使 第 1 行 第 1 烈 的 元 素 化 为 1 然后 ,继续 对 拒 阵 做 初等 行 变 
换 ,使 之 化 为 阶梯 阵 ,再 求 其 非 零 解 - 

法 2: 把 4 的 第 1 列 与 第 3 列 对 换 ,化 为 
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4 一 | 2 1 2 

| 1 3 3| 

再 把 4, 的 第 1 行 与 第 3 行 对 换 ,使 之 化 为 

1 1 3 3 

4=-| 2 1 2|. 

本 2 a 

这 里 以 A, 和 4: 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 是 - 样 的 ,但 

要 注意 为 使 这 个 方程 组 与 以 A 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性: 方程-- 样 ， 

第 1 列 对 应 的 末 知 元 应 为 xz :而 第 3 列 对 应 的 未 知 元 应 为 x. 读 
者 不 难 通过 初等 行 变换 .把 4。 化 为 下 面 的 阶梯 丧 矩 阵 


f-1 2 | 


本 ] 3 3 
和 5 11|. 
0 0 a-l 


由 此 可 见 . 齐 次 线性 力 程 组 有 非 零 解 的 充分 必 归 条 件 为 a 1=0， 
凤 4 一 1. 求 解 时 把 第 3 列 对 应 的 未 知 元 x (要 特别 注意 它 不 是 


心 ) 取 为 自由 未 知 量 , 令 .= 得 v 二 一 生计 将 ivzs 代 人 第 1 个 
方程 ,得 

T= 3 3x 
所 以 4 二 1 时 方程 组 的 解 为 


Cry rs)— (人 和 一 A) 为 任意 常数 . 


关于 高 斯 消 元 法 .再 强调 以 下 几 点 : 

(1) 高 斯 消 元 法 是 用 初等 行 变换 按 “ 固 定 的 程序 "一 列 一 列 地 
依次 消 元 ,将 线性 方程 弓 的 增 广 和 矩阵 化 为 阶梯 形 短 阵 . 求解 时 ,把 
每 行 第 1 个 非 零 元 对 应 的 未 知 量 取 为 基本 林 知 其 .其 他 的 取 为 自 
由 未 知 量 , 并 依次 字 任 意 常 数 已 ,已 .… 将 其 代入 方程 组 , 求 出 基本 


lp 3 —3k. 
5 


5 6 
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未 知 量 . 为 了 使 求 基本 未 知 其 更 为 方便 , 尽 可 能 如 例 1 中 (3) 那 样 ， 
把 增 广 矩阵 化 为 行 简化 阶梯 矩阵 - 

(2) 关于 矩阵 的 初等 变换 ,以 后 要 介绍 也 有 3 种 与 行 变 换 一 
样 的 初等 列 变换 . 但 是 必须 注意 .求解 线性 方程 组 将 增 广 笨 阵 化 为 
阶梯 形 乍 阵 的 过 程 中 .不 能 用 倍加 列 变换 和 倍 乘 列 变换 ,而 两 列 对 
换 可 以 使 用 ,此 时 相应 的 未 知 元 也 要 对 换 ,如 例 3 那样 . 

(3) 为 了 使 消 元 计算 (尤其 是 手 算 ) 时 比较 方便 ,要 尽 可 能 如 
例 2 那样, 先 用 初等 行 变换 将 第 1 行 第 1 列 的 元 素 化 为 1, 然 后 再 
将 第 1 列 其 余 元 素 全 化 为 零 . 以 后 对 第 2,3,… 列 元 素 消 元 时 ,也 
仿照 第 1 列 那样 进行 . 

(4) 当 线 性 方程 组 的 增 广 矩阵 中 含有 参数 50 六 等 时 ,如 
果 它 们 位 于 增 广 矩阵 的 左上 方 , 消 元 时 会 比较 麻烦 . 通常 要 尽 可 能 
用 行 对 换 或 列 对 换 将 它们 换 到 右 下 方 ( 如 例 3 那样 , 列 对 换 时 ,未 
知 抑 也 对 换 ). 此 外 ,还 要 避免 将 某 行 条 /a 加 到 另 - - 行 的 做 法 , 因 
为 这 样 就 假定 了 a 隆 0,; 对 a=0 的 情形 还 要 另行 讨论 . 


2.3” 佐 阵 的 基本 运算 一 一 加 法 、 数量 乘法 和 乘法 
1 和 矩阵 的 线性 运算 一 一 加 法 和 数量 乘法 


矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 的 定义 及 其 满足 的 运算 律 ,在 内 容 提 
要 中 已 经 叙述 ,这 里 不 再 重复 . 

定义 了 抢 阵 中 一 (bs )w,* 的 负 和 矩阵 一 下 一 (一 pyoxw* 则 两 个 第 
阵 4 与 号 相 减 就 定义 为 

全 一 吾 一 自 十 《一 吾 )、 

两 个 矩阵 4 和 B 当 且 仅 当 它 们 基 同 型 绝 阵 时 才能 相 加 . 例如 
3X3 矩阵 和 3X4 矩阵 不 是 同型 的 ,它们 不 能 相 如 . 

生 阵 的 加 法 和 数量 乘法 与 数 的 加 法 和 乘法 是 类 似 的 ,掌握 它 
们 的 运算 没有 什么 困难 . 但 是 如 朵 深入 地 追究 为 什么 两 个 同型 矩 
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阵 相 加 可 以 定义 为 对 应 元 素 相 和 加 ,而 后 面 讲 的 两 个 矩阵 相 系 与 首 
通 的 数 的 篆 法 相去 其 远 昵 ? 这 就 率 涉 到 纸 阵 的 本 质 是 什么 ?在 第 
4 章 揭示 了 一 个 mnXz 拖 阵 4 实际 上 是 表 坟 x 维 向 量 空间 (R") 的 
一 个 线性 变换 , 与 此 相关 的 是 : 一 个 线性 方程 组 

fan 十 au 十 …… 十 aurrs 一 身 ， 


at21 十 aaa 十 十 caers 一 及 (2.4) 


ai 十 dear 十 十 ao 一 加 


即 sr 一 和 (一 1 , 它 的 阶 系数 短 阵 

。 4 一 (os yw 
就 是 一 个 线性 变换 . 它 把 4 维 向 量 x 二 (xi,rs,… sx4) 变换 为 
维 向 量 5== (86118;,… ,5,)T. 如 果 还 有 男 一 个 以 阶 矩 阵 


B= (C6, Yrxa 
为 系数 矩阵 的 线性 方程 组 
Voor, 0 (= ln), (2.5) 


那么 方程 组 (2. 4) 与 (2. 5) 中 对 应 方程 相 加 所 得 的 新 方程 组 
Yo 十 及 2 一 已 十 c 4 1 (2.6) 
的 系数 年 阵 就 是 我 们 前 面 定义 的 
入 十 B 二 (a 十 如 ) sr 

这 个 4 十 吕 就 是 两 个 线性 变换 和 4 与 上 8 之 和 ,从 方程 组 (2,6) 可 见 ， 
它 把 n 维 向 量 x==(x1， ra)7 变换 为 nr 维 向 量 B 十 ce 二 (十 
CC 十 co 十 ca) 

2 ”和 矩阵 的 乘法 

起 阵 的 邓 法 定义 及 其 满足 的 运算 律 在 内 容 提要 中 已 叙述 .这 
里 不 下 复述 . 
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矩阵 的 乘法 是 很 重要 的 矩阵 运算 , 它 与 数 的 乘法 运算 很 不 一 
样 . 因此 ,对 十 读者 来 讲 , 首 先 要 理解 为 什么 矩阵 的 乘法 要 做 如 此 
奇特 的 定义 ? 然后 要 搞 清楚 矩阵 的 乘法 运算 与 数 的 乘法 运算 在 运 
算 律 上 有 了 哪些 共同 点 和 不 同 点 . 
(1) 矩阵 乘法 定义 的 背景 
数学 中 的 定义 . 如 微 积分 中 的 导数 微分、 定 积分 等 概念 的 定 
义 ,都 是 研究 某 些 实际 问题 的 需要 而 抽象 出 来 的 . 
为 什么 两 个 矩阵 相 乘 不 定义 为 两 个 同型 矩阵 对 应 元 素 相 乘 
呢 ? 因为 这 翌 的 定义 没有 什么 用 处 . 
两 个 矩阵 4 与 B,x' 相 乘 . 其 乘积 4 了 一 Co 为 什么 要 做 前 
面 所 述 的 定义 呢 ? 寻根 求 源 . 它 是 研究 向 其 空间 中 两 个 线性 变换 
作 乘 法 的 客观 需要 (读者 可 参看 第 4 章 中 的 定理 4. 20), 与 此 相应 
的 间 题 是 下 曾 的 两 个 线性 方程 组 
Bur; thieTot to rs ns 
Pa tt bors tt br oy 


(2.8) 


a amya 二 下 dey 
这 里 的 方程 组 (2.7) 可 理解 为 系数 矩阵 8 一 (5,)。, 把 向 量 
x 一 (xy Xs,X,)7 变换 为 向 量 了 = (3203 oo) 方程 组 
(2.8) 是 系数 矩阵 4 一 (as )wx, 把 向 量 ? 了 一 (32 3n)7 变 做 为 
向 量 z== 《21 zs ez) 
把 方程 组 (2. 7) 中 的 yw ou 代入 方程 组 (2. 8). 就 会 
得 到 
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Cris Tt er Oo 


Cait cst 
让 《2. 9) 
ea Zit east -tem 
其 二 ab 十 east 十 十 gb (oj 多 
推导 出 这 个 结果 比较 麻烦 ,但 是 ,如 果 令 "一 2, 读 者 就 很 容易 


导出 这 个 结果 . 

这 里 的 方程 组 (2.9) 是 系数 算 阵 C 一 (co )xx* 把 向 量 关 一 Ca， 
:XT 变换 为 向 量 z 一 (x, ,zs,…,z.)!. 于 是 ,我 们 就 把 矩阵 
必定 义 为 矩阵 和 与 B 之 乘积 , 即 

C=AB. 
这 就 是 矩阵 乘法 定义 的 实际 背景 . 

定义 了 矩阵 的 乘法 ,上 述 的 3 个 方程 组 (2.7),(2. 8) 就 可 简捷 

地 表示 为 


Bx=y. (2.7) 
Ay=z, (2. 8) 
将 方程 组 (2.7) 中 的 了 代入 方程 组 (2.8), 即 得 
ABx=z， 即 Cx=-x. (2. 9) 
其 中 4 一 (ao B=(6)s Co (ey Dns 
EE YL 区 
2 ye 2 
x= 3 了 一 ;| z= 
二 四 = 


线性 代数 在 它 的 发 展 史上 ,最 早 研究 的 问题 就 是 一 般 线 性 方 
程 组 的 求解 问题 .定义 了 矩阵 的 乘法 ,一 般 的 线性 方程 组 ,如 (2. 1) 
式 表示 的 线性 方程 组 就 可 表示 为 
Axr=b， 
其 中 : A 一 Ca)axns X= (rTer sr) b= (bb Bn) 
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这 翌 ，- 般 线性 方程 的 矩阵 表示 式 就 与 初等 代数 中 的 元 ~ 
次 方程 式 ar 王 6 相 类 似 , 这 为 研究 问题 提供 了 极 大 的 方 使 , 也 正 因 
为 如 此 ,线性 代数 从 研究 一 般 线性 方程 组 的 求解 问题 开始 ,进而 研 
究 维 向 量 和 矩阵 的 各 种 性 质 . 

(2) 矩阵 乘法 的 运算 律 

和 抵 阵 乘法 满足 结合 律 和 数 乘 矩阵 的 数 乘 结合 律 ,以 及 左 分 配 
律 和 右 分 配 律 .这些 与 数 的 乘法 是 一 样 的 . 

更 重要 的 是 区 别 于 数 的 乘法 它 不 满足 以 下 运算 律 ， 

全 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 , 即 一 般 4B 关 B4. 这 可 从 3 个 方 
面 来 理解 ; 

一 是 48B 可 乘 ,BA4 不 一 定 可 乘 , 例如 四 为 2X3 和 矩阵 ,B 为 
3X4 第 阵 时 ,4B 可 乘 , 而 BA 不 可 乘 . 

一 是 4B 与 BA 均 可 乘 ,但 不 一 定 是 同型 矩阵 . 例如 和 4 为 2X3 
矩阵 .8 为 3X2 矩阵 时 ,4 日 为 2X2 答 阵 ,BA 为 3X3 矩阵 ,它们 
自然 不 能 相等 . 

三 是 即使 4B 与 B4 为 同型 矩阵 (此 时 4,8 必 为 同 阶 方 阵 )， 
也 不 一 定 权 等 . 例如 


贡 
)}=0， Ba- 人。 ))=4z0. (2. 10) 


此 时 AB#BA， 
由 于 一 般 来 讲 4B 天 BA4 ,因此 ,一 般 
(AB)’ =(AB)(AB)FA(AA (BB)—A'B’. 
但 是 ,如 果 48 可 交换 , 即 AB=B4, 则 
(AB):=(AB)(AB)— (AA) CBB) =—A’B’, 
(AB):—=(AB)(AB)—=(BA)(AB)= (BB)(AA)=B’A’. 
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此 时 .对 于 任何 正 整数 &, 均 有 
(AB}): =—A:B'= BA:. 

那么 .由 此 能 否 进 一 步 得 出 结论 :“(4B8)* 一 48* 的 充分 必要 
条 件 是 4B 二 BA”" 呢 ?这 个 结论 是 不 对 的 ,只 能 讲 “4B 一 B4 是 
(48B)' 二 A1B* 成 立 的 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 ” 例如 : 

在 (2.10) 式 中 及 和 昌 , 满 足 4 天 B4 ,但 是 由 于 A8 二 0,4: 一 
0.B: 一 B, 所 以 仍 有 (4B)* =0 一 全 下 

名 出 和 矩阵 4 与 吾 的 乘积 4 有 一 0( 零 矩阵 ) ,不 能 推出 4=0 或 
了 3 一 0. 即 和 4 关 0 且 B09 时 有 可 能 得 48 一 0. 这 就 是 矩阵 的 乘法 有 
非 零 矩 阵 作 为 零 因子 ,此 时 称 召 为 4 的 右 零 因子 ,4 为 B 的 左 零 
因子 .例如 在 (2. 10) 式 中 ,有 

Az0，B#0， 但 AB 一 0. 

这 又 是 与 数 的 乘法 截然 不 同 的 一 种 “奇特 现象 … 为 什么 会 出 现 这 
种 "奇特 现象 " 呢 ? 其 根源 仍 是 矩阵 乘法 的 定义 . 它 的 一 个 具体 表 
现 如 下 . 

如 果 以 4 一 (av )ss, 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方 穆 组 hr =0 有 
非 零 解 ( 如 有 非 零 解 必 有 有 无穷 多 个 ) 


fen Ty 


Tol 722 了 72 
"|; 
zx) | zx 
将 这 些 非 零 解 为 列 排 成 的 矩阵 记 作 B, 即 
A Ti 
B= Ta Te Ts 
Ta Xa) 
则 有 AB=0. 


由 此 又 可 知 , 当 和 一 (as )oxs 为 4 阶 不 可 递 矩阵 时 ,由 于 齐 次 
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线性 方程 组 4x 一 0 有 非 零 解 ,所 以 必 丰 在 和 矩阵 8 一 cb,),..( 其 中 
每 列 都 是 4x 一 0 的 非 零 解 ), 使 得 4 有 一 0; 而 当 4 为 可 道 和 矩阵 
时 ,4x 二 0 只 有 零 解 ,因此 ,如 果 4B=0, 则 必 有 8 一 0( 因 为 B 的 每 
一 列 者 是 4x 二 0 的 解 ), 或 者 山 
AB 一 4， 可 推出 B=A-'0 一 0. 

所 以 .不 可 逆 第 阵 也 称 为 背 异 矩阵 .因为 它 存 在 Bx0 使 4B 一 0 
的 奇异 现象 ;而 可 拥 抵 阵 4 则 称 为 非 奇 异 短 阵 .因为 它 不 会 出 现 
B 了 0 使 48 二 0 的 奇异 现象 . 

这 个 问题 进一步 的 结论 是 : 对 于 m Xn 和 矩阵 和 4 一 (4,)m、 :如 
果 秩 (4) 二 nn, 则 4x 一 0 有 莫 零 解 . 从 而 存在 晴天 0 ,使 4B 二 0; 如 果 
秩 (4) 一 2 则 4x 一 0 只 有 零 解 ,因此 ,不 存在 B80 使 4B=0, 妈 由 
48B -由 可 推出 吾 一 小 

图 答 阵 的 乘法 不 满足 消去 律 , 即 当 4 天 4 时 .由 48 一 4C 不 能 
消去 4, 得 卫 一 C. 

这 :点 是 由 上 述 第 @@ 点 派生 出 来 的 . 因为 

4B 一 AC 可 推出 4B 一 4C 一 4CB 一 CC) 一 0， 

而 上 式 直 4 关 0, 不 能 推出 B 一 C=0. 即 B=C. 

但 是 ,如 果 4 是 可 逆 和 矩阵 : 则 由 48 一 AC 的 等 式 两 边 左 乘 
和 -1 , 即 得 4148 一 4 4C, 从 而 得 8 一 C( 此 时 可 消去 4). 

(3) - ' 些 特殊 矩阵 的 乘法 运算 

全 对 角 和 矩阵 .单位 矩阵 与 数量 矩阵 

对 角 和 矩阵 和 一 diag(el ,ar，…a) 左 丧生 一 (cu )， .是 将 证 对 角 
元 wuG- 1,…,) 乘 生 中 第 ; 行 每 个 元 素 ; 对 角 和 矩阵 4 右 乘 中 一 
(5 ) ,是 将 主 对 第 元 ea, 一 1,…:m) 乘 台中 第 ; 列 每 个 元 素 , 即 
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< an an an Gian was aan] 
Qs Gal aa Ay QiQal dza su 
Qo Un Qn ud 
{2.11) 
i Gate dda | 
iba dub Quben 
Qu 1 站 dab arb 


《2. 127 
单位 矩阵 王 与 数 重 矩阵 & 都 是 特殊 的 对 角 和 矩阵 ,由 (2. 117? 式 
与 (2. 12) 式 立即 串 得 


T4 一 4 一 点， 
(4 一 ACE) 一 RA (是 数 ). 
这 表明 , 工 和 好 与 任何 方 阵 相 乘 可 交换 ,而 且 单 位 矩阵 工 企 矩 阵 乘 
法 中 的 作用 类 似 于 数 的 乘法 中 的 1. 
关于 对 角 惩 阵 与 其 他 矩阵 相 乘 是 否 可 交换 的 问题 :有 以 下 几 
个 结论 (以 三 阶 算 阵 为 例 ). 
设 A=diag(hUsky yk) 有 一 (gs)a3. 则 
(iD 与 主 对 角 元 , ,二 互 异 的 对 角 府 阵 可 交换 的 矩阵 4 也 
必 是 对 角 第 阵 . 因为 .下 
AA=AA 
即 得 
Ra kc kia Ra ka ksaiy 


= jhan kaaz kaaes|. (2.13) 


Ras Redzs kao 


Rsas kds kidss kas ka kd) 
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kas=hka, (ij=1,2,3). 
由 于 , 当 2 了 7 时 . 关 训 .所 以 当 i 关 j 时 ,a, 王 0. 因 此 ,4 为 对 角 矩 
阵 , 即 A 一 diag(al .ass vass). 

(ii) 如 果 对 角 矩 阵 压 一 diag(&i ps ,ko) (其 中 天 ko), 则 与 该 
对 角 年 阵 叮 交换 的 矩阵 和 = (av )，: 必 为 
an 0 0 


C2, 1 二 》 


这 从 (2. 13) 式 中 心 一 下 夫 立即 可 得 4 由 元 素 a 一 au 一 
aa 一 cl 一 0. 

同 理 .如 朱 对 角 短 阵 = diag (天 Rs Rss 其 中 忧 居 sn， 
有 互 不 相等), 风 与 其 可 交换 的 五 阶 矩 阵 4 必 为 


a ac D 00 
az :0 00 
A | 0 ass 0 0 (2. 15) 


0 0 0 a ass 
0 0 0 an a 


以 上 (2.14) 与 (2.15) 式 的 短 阵 称 为 对 角 岂 矩阵 . 

思考 题 “与 对 角 短 阵 入 -= diag( ,六 ,上 ) (天 有 ) 可 交换 的 
矩阵 太一 tu.) 是 怎样 的 矩阵 ? 

(ii) 最 简单 的 情形 是 .两 个 对 角 定 阵 外 (一 diag(at wars" ve 
与 A 一 diagtb .bb,} 相 线 吕 交换 , 且 

A A AA = diagla:b rab sa) 

多 上 (上 ) 三 角 矩 阵 

两 个 同 阶 上 三 角 和 矩 孟 4 一 (ev )。 ,与 8 二 (6 ,nl 其 中 i>j 
时 ,一 名 一 0 的 乘积 4 有 一 C 一 (co 仍 是 上 于 角 和 矩阵 . 且 主 对 
角 元 6 一 4.8, (i 二 1,2. m0， 

同样 ,两 个 同 阶 下 二 角 矩 阵 4 与 引 的 乘积 4 一 C 仍 蚌 下 三 
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角 短 阵 , 且 =asbs (i 二 1 .2 2) 
但 要 注意 ,上 述 命题 的 逆 命 题 不成立 , 即 .由 4B 一 C 为 上 (下 ) 
三 角 护 阵 ,不 能 推出 息 ,BB 均 为 上 (下 ) 三 角 答 阵 . 例如 
1 ol 1 1 1 
0 中 =-(。 下 
此 外 .三 角 和 矩阵 在 乘法 可 交换 的 问题 二 .与 对 角 撼 孟 足 不 样 
的 . 即 任何 两 个 同 阶 上 ( 三角 眠 阵 相 乘 不 是 者 可 交换 的 . 例 


如 : 证 
2 
和 人 
则 有 
45=B84=( j】 
| 


二 对 称 和 矩阵 与 反对 称 握 阵 的 运算 性 质 

在 下 面 矩 阵 的 转 置 中 讨论 . 

(4) 两 个 同 阶 方 阵 和 与 8 的 乘积 的 行列 式 
4B|=|A||B|. 

例 1 设 n 阶 答 阵 (nm 为 奇数 )4 满足 4'4 二 I' 朋 !41 守 0, 求 行 
列 式 |4- 掉 二 ? 
解 ”由 于 4 一 [一 4 一 414 一 (一 404 一 一 (4 一 下 和 ,所 以 
| 和 一 和 一 | 一 (4 一 万 站 人 一 (一 014 一 下 | 一 一 4 一 下. 

又 因为 144| 一 14r14I 一 14 二 | 于 一 1,141 全 十], 这 里 141 一 1270， 
代入 上 式 ,得 


14 一 卫 == 一 [4 一 了 |， 于 是 |4 一 =0, 
1 
|2|，B=Q 一 1 1). 求 帮 . 
ia 


例 2 已 知 4 一 虽 . 其 中 wx 一 


2.3 起 阵 的 基本 运 第 一 一 4 


法 、 数 量 乘法 和 乘法 


解 A =(ap rp yop ) ap) 
=a(Bo) BoB. 
其 中 
1 
Ba 一 (1 一 1 D2/ =1ixlt(—l) x2+1X3=2. 
1 -1 1 
所 以 和 一 (2"1)B =2"!igp =2"1A=2"!1 2 一 2 2 
3 一 3 3 
例 3 设 
a / 
a 已 
4 一 .B= . 计算 ( 48 )， 
a bs 
a th 
解 
ab! 1 Te 
让 一 | | aa 
本 op CHA 
ab ! a 


试问 .此 时 (4B)" 一 4"B"* 成 立 吗 ? 〈 管 案 : 不 成 立 . ) 
例 4 设 


2 a a “1 
0 2 : 
A= % 《 、 求 和 
00 2 4 
00 0 2) 
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入 一 27 十 BB， 其 中 Ba | 


故 

全 = (2+B) "= 2D" + 2D" 1B+ 

CD 2B HOD B: 4. B® 
一 2 了 十 (29 1B+C: C2 “十 … 十 号， 

其 中 

[10 0 a 2a [0 0 0 a 
lr 0 0 as , p= 0 0 0| pi 

v0 0 0 0 0 0 5 | 

0 0 0 lo oo 0; 


(C2 O27 2 “| 


0 2 (CO | 
0 0 C2 la | 
io 0 0 2 
机 2 一 ~ nD) (noe3) 
其 中 组 合 数 C =。 C= C= 


例 5 设 4.B.I 为 同 阶 矩 阵 . 下 列 命题 哪些 十 正确 的 ? 
(1) (4+B):—A: +24B+B. 

(2) (和 十 灶 ) 二 并 十 344 十 3 和 十 41T (4 为数 1 

(3) 著 入 ,B 可 交换 . 则 (4 十 B) 与 (4 一 B) 相 乘 也 可 交 挤 . 
(4) (AB)* 二 A:B? 当月 仅 当 AB 一 BA. 

(5) 者 B84 二 4. 则 B==I. 
(6) 若 妇 与 4B 均 为 上 三 角 系 阵 , 则 B 也 是 上 三 角 和 矩阵 . 
解 (1) 不 正确 ,因为 一般 4B 尖 84. 
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(2) 正确 ,因为 数量 抢 阵 时 与 4 可 交换 . 

(3) 正确 ,因为 (和 十 号 (入 一 呈 ) 与 (4 一 号 )(4 十 县) 都 等 于 和 
AB+AB—B’=A’ —B. 

(4) 不 正确 ,其 中 “ 当 4&8 一 BA 时 ,有 (48): 一 上 4 下 "是 正确 
的 .而 * 仅 当 AB= BA 时 . 才 有 (4B) 一 4:B'" 是 不 正确 的 ,例如 、 
(2.10) 式 中 .4B 隆 BA&. 但 (4B)* 一 4: 二 0. 

(5) 不 正确 ,例如 


例 6 设 


和 
之 间 满 足 Ax 二 了 .By 二 z. 

(1) 若 * 一 (1,2)7. 求 过 

(2) 当 z=(0.0)7 时 ,zz 可取 哪 些 向 量 ? 

解 出 4xr 一 ?By 一 zz 得 (BA)x=z. 


(DD spar 下 0 _ 0) 
1 


=(_， 全 = 人 


(2) (84)x 一 < 即 为 线性 方程 组 


(人 = = 人 
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用 消 元 法 ,得 x 十 37: 二 0， 取 Xi 二 有 (为 任意 常数 ), 得 x 一 
一 续 , 于 是 所 求 的 全 部 x 为 


x 一 ( ] ， 为 任意 常数 


2.4 竹 阵 的 转 置 


将 一 个 mnXn 短 阵 思 一 Cao ys 的 行 与 列 互 换 ( 即 把 4 的 z 个 
行 依次 换 为 in 个 列 , 或 把 和 4 的 n 个 列 依次 换 为 n 个 行 ) 所 得 到 的 
一 个 nXmm 拓 阵 4' 一 C47),.。( 其 中 a 二 a,) 称 为 入 的 转 置 和 矩阵. 
关于 和 矩阵 的 转 置 , 宕 要 摘 清 以 下 问题 


1 为 什么 要 研究 矩阵 的 转 置 


筷 阵 的 转 置 是 研究 非常 重要 的 对 称 矩 阵 和 反对 称 矩 阵 的 有 力 
工具 . 

4 一 (av )。 ,为 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 一 4, 即 oo 一 av 
Cj= ln). 
4=(av)，。 为 反对 称 算 阵 的 在 分 必要 条 件 是 4' 二 一 4, 即 
a 二 一 yi 一 1. 其 中 ,二 0). 

线性 代数 的 一 个 重要 问题 是 研究 ” 元 实 二 次 型 ( 即 ”元 二 次 


齐 次 多 项 式 》 


fr ra) 一 (ahlj 


A--(a,)， ,利用 转 置 和 矩阵 的 乘法 ,该 实 二 次 型 可 表示 为 ( 详 见 
第 6 章 ) 


2.4 乱 降 的 转轨 63. 


ftir ) x AX, 
其 中 x=Cxi rer) 
以 后 ,我 们 还 将 让 则 ,对 于 任何 实 对 称 矩阵 4- 都 存在 可 道 (或 
满 秩 ) 矩 阵 C. 使 得 
CC 一 4 一 diag(d ,d,s .ds). 
做 坐标 变换 x 一 CY( 其 中 了 6 则 
Grey 一 AL 一 PIC ACy 
=diyitd yt 十 dy 
即 把 -… 般 的 二 次 齐 次 多 项 式 化 为 了 纯 半 方 项 之 和 . 这 在 空间 解析 
几何 中 研究 一- 般 的 三 元 一 次 方程 所 表示 的 二 次 曲面 的 图 形 , 以 及 
在 于 元 函数 中 研究 极 值 点 的 充分 条 件 都 有 重要 的 占用. 


2 矩阵 转 置 的 运算 律 


见 内 容 提要 . 
这 里 要 特别 注意 .(48B) 天 4:87. 矩阵 乘积 的 转 置 满足: 


(AB)T =B'A!. 
(4414 帮工 一 此 太 / 及 和 
这 个 运算 律 可 形象 地 称 为 "脱衣 法 则 ”, 印 4 表示 内 家,… ,A 表 
示 外 衣 , 右 端 括 导 内 是 穿 衣 顺序 , 左 端 是 陪 衣 顺序 , 先 脱 外 衣 , 后 脱 
内 衣 ， 
蔡 委 为 对 称 秆 阵 , 则 对 于 任意 正 整 数 &,A' 仍然 是 对 称 矩 阵 , 
因为 


(4 一 (44 和 AT 一 4 一 (和 六 一 4 
而 对 于 反对 称 矩阵 4, 由 于 
《4 一 (4 站 一 《一 和 天 一 (一 1 4 
闪 此 ,当天 为 奇数 时 , (4 和 一 一 人 ,所 以 全 仍 是 反对 称 矩阵 : 当 
为 偶数 时 , 则 4* 为 对 称 垂 阵 . 
但 要 注意 , 当 4, 且 都 是 同 阶 对 称 和 矩阵 时 ,其 乘积 4B 并 不 一 定 
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是 对 称 矩阵 .因为 
(4B)' 一 B'A' 一 BA (8B4 与 4B 不 一 定 相等 ). 
由 此 可 见 , 若 ,8 均 是 对 称 矩 阵 , 则 4B 仍 为 对 称 矩 阵 的 充分 必要 
条 件 是 4B 可 交换 ( 即 4B 二 BA4). 
同 理 , 若 4, 了 都 是 反对 称 矩 阵 ,而 4B 为 对 称 和 矩阵 的 充 要 条 件 
是 4B 一 B4. 
例 1 设 4,B 分 别 为 ” 阶 对 称 矩 阵 和 反对 称 乱 阵 . 问 : 止 整 
数 业 ,mm 取 何 值 时 ,48 一 BA 必 为 对 称 矩 阵 或 反对 称 窍 阵 . 
解 ”讨论 矩阵 的 对 称 性 要 利用 矩阵 的 转 置 ,由 
CA:B"—B"A')T 一 (4 有) 一 (最 "4 
=(B")! 4)! — A) (B™)! 
=B "AT — A TB )” 
一 (一 D"B"4 —(—1YA*B", 
可 知 : 当 mm 为 偶数 .为 任意 正 整 数 时 ， 
(A'B"—B"A')!' =—(A'B"— B"A‘). 
所 以 4*B”-B”"A' 为 反对 称 矩 阵 ; 同 埋 , 当 产 为 奇数 居 为 任意 
正 整 数 时 .4*8" 一 B"4* 为 对 称 怎 阵 , 
例 2 设 z=(1.0， 10,8=(1. 一 1,2)',A=ap'., 且 
| 好 一 各 | 一 十 1, 试 阔 
解 A =(ap') =(ap') (op) ap ) (aap) (ap') 
一 wo) po- op =A, 


1 1 1 一 1 ?| 
A=ap! = oa | 0 0 0 
[一 1j -1 1 -2 
| 
IA 0 0 
1 lg+2) 


二 大 十 和 二 局 十 1， 
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于 是 ， 姑 一 1 所 以 & 一 上 1 
2.5 可 赣 矩 阵 及 其 逆 抵 阵 


1 可 递 和 矩阵 的 基本 概念 


一 个 方 阵 是 否 晤 逆 , 这 是 线性 代数 所 研究 的 -个 重要 问题 . 例 
如 .以 半 阶 矩阵 4 为 系数 答 阵 的 齐 次 和 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax=0, Ax=b 
是 否 有 非 零 解 和 无 穷 多 组 解 , 都 与 4 是 否 可 逆 有 关 . 再 如 ,在 二 维 
空间 中 做 一 一 对 应 的 坐标 变换 ,把 坐标 x= (zi ,x es)" 变换 为 华 
标 y 一 (mm 和 :也 必须 通过 - :个 去 阶 可 逆 征 阵 允 一 (9 ) :来 
实现 ,出 


Qx=y. 

所 证 一 个 n 阶 矩阵 有 4 可逆, 就 是 如 有 果 入 与 B 可 交换 , 莫 48B-- 

工 . 即 

AB—BA=1. 
并 称 吾 是 4 的 道 宅 阵 . 记 作 4-' 一 上 此 时 .也 可 称 B 可 道 ,4 是 上 B 
的 逆 矩 阵 .好 “一 4 

(1 如 扩 短 阵 4 可逆. 其 逆 吊 阵 是 惟 - -的 . 

在 数学 中 证 明 惟 一 性 的 “种 常用 方法 为 :假设 有 两 个 .证 明 这 
两 个 相等 .这 里 可 设 呈 ,C 均 为 发 .利用 可 赣 短 隆 的 定义. 可 证 明 
8B 一 Ct 详 见 让 教材 ). 

(2) 矩阵 和 = (as )， 可逆 的 充分 必要 条件 是 4 一 中 月 


‘ 详 见 内 容 提要 ). {2.16) 


4 《2. 17) 
这 个 定理 ,证 明 其 必要 必 时 ,利用 48 一 工 可 推出 1 有 | 一目 
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从 而 14| 天 0# 证 明 其 充分 性 时 .利用 伴随 矩阵 A 的 定义 和 行列 式 
展 并 的 性 质 .得 
AA' 一 4 入 一 | 全 | 下， 
从 而 有 
4(TT4: )}=( 且 4 )4= 工 

(3) 如 果 两 个 阶 矩阵 4 与 吾 之 乘积 4B 一 并 则 4 与 吾 可 交 
换 , 即 必 有 B4 一 工 

证 明 这 个 命题 时 .由 4 如 -= 工 推出 |4| 天 0, 再 由 (2 可知 4 可 
逆 , 了 于是 在 4B 一 工 的 两 端 分 别 左 乘 4 … , 右 匀 4, 即 

和 CABIA=A 14=1, 

从 而 得 ”B4 一 4 

由 这 个 命题 可 知 . 只 要 由 4B=TI (4,B 均 为 方 阵 ) 就 可 判 
断 : 加 和 4 与 号 均 可 道 , 昌 互 为 道 和 拭 阵 ; 侈 8B4 一 4 且 一 工 即 入 ,号 可 
交换 . 


2 ， 求 逆 矩 阵 的 3 种 方法 


(1) 利用 定义 ,或 48 一 工 > 4 一 了 ,一 一 上. 
例 1 对 角 乒 阵 4 一 diag(at'az es) 可 道 的 充 要 条 件 为 主 
对 角 元 ww 天 0G 一 1.2, :0 ,用 其 递 矩 阵 


4 一 diag (2 ,二 二) 《这 由 定义 立即 可 得 
0 0 1 
例 2 求 B=10 2 0 | 的 道 第 阵 . 
3 0 0 


解 ”因为 | 姬 | 一 一 6 天 0, 所 以 下 可 道 , 利 用 这 类 矩阵 的 乘法 性 
质 必 可 道生 阵 的 定义 ,立即 可 得 


2.5 可 递 此 阵 及 其 过 从 阵 67 


1 

和 
好 :一 | 1 

0 于 

1 0 0 


容易 验证 BB :一 工 
例 3 设 方 陈 4 满足 4' 二 2 息 ,证 明 4 一 1 与 丰 十 21 均 可 逆 , 并 
求 其 逆 ; 再 问 和 起 一 21 是 否 可 洪 % 并 列举 几 个 这 样 的 二 阶 甜 阵 4. 
解 由 A 一 24 得 和 4 一 24=0, 于 是 
-24 一 (4 一 了): 一-1=0， 
即 《54 一 (4 一 上 二 了 ,所 以 A 一 [可 道 , 且 (4 一 了 ) 一 4 一 下 
A 一 24 一 (4 2D(4 一 4 十 8I=0， 


即 《4 十 21) 全 去 4 一 40] = 下 所 以 和 十 2T 可 赣 , 月 


(12D-= -让 (4 一 4D. 


再 由 四 一 24 二 4(4 一 2 站 一 0， 得 
14114 一 2 于 二 0. 
此 时 ,无 法 羯 定 |4- 28 是 查 不 等 于 零 , 因 而 这 里 无 法 断定 入 一 2 工 
是 否 可 逆 , 以 后 学 了 第 5 章 , 就 可 知道 .只 要 40.4 一 21 都 是 不 
可 道 的 ， 
满足 47 一 24 的 4 的 例 上 ,最 简单 的 可 考 韦 对 角 和 矩阵 - 
设 4=diag(ae.0o) 则 4 一 diagtoPe) 由 4 一 24 得 
ai2a b=2h, c=2, 
所 以 .4u 一 2 或 0，48=? 或 0，c 一 2 或 0 例如 .可 取 
入 一 dia& 人 2-2.0)，。 则 满足 A’ 一 24. 
如 果 要 列举 韭 对 角 窍 阵 的 例子 .可 取 
A=P 'AP. 
阶 林道 和 矩阵 -A 是 上 面 的 对 角 和 矩阵 .此 时 


其 中 : 王 是 任意 
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A =(P AP)(P IAP)=P- A:P=P- (2A)P 
一 2P 'AP=24. 
也 可 取 4 一 of 有 
其 中 6 一 (aaaa)， 有 (六 加)、 于 是 
A’ =(a' py(a'B) = oa (pa) 
一 Go tabs tasba)B 
=(ab tab: + abs}A. 
只 要 抽 有 二 bi 十 gsb 二 2, 所 得 的 4 一 a 8 就 满足 4? 一 24. 


逢 阵 


(2) 利用 伴随 矩阵 A! 一 六 4” 
例 4 下 列 矩阵 是 否 可 递 ? 如 可 递 求 其 逆 . 
1 1 2 1 —2 0] 
A=|o 2 1 GVB=|3 -4 of, 
io 0 一 2 0 4 
1 01 
《iD 一 :1 一 1 | 
1 ua 
解 (i) 441 二 一 4 关 0, 则 息 可 道 , 4 一 (Ca ) 的 各 元 素 的 代 
数 余子 式 为 
12 
一 
一- 
=| 
2 
了 3 ] 
所 以 4 让 4 一 二 o -2 71 |=|lo 12 | 
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2.5 可 逆 手 阵 及 其 着 纸 秆 
一 般 结论 ; 上 三 角 竹 阵 的 逆 怎 阵 仍 是 上 三 角 矩 阵 , 旧 其 主 对 
角 元 是 原 矩 阵 的 主 对 拥 元 的 倒数 . 
Gi) 1B81 一 8. 故 8B 可 道 ,将 B 表 示 为 对 角 块 矩阵 
_B 0 
-| | 
其 中 
1 -2 1 2 /1-2 1 
3 人 -外 号 = 1) (se 1 22 全 
1 


一 2 1 
B,' 0 1 ] 
县 :一 一 | 一 3/2 1‘2 0 |， 
0 号 :， 
0 oO 14 
(ii) [C1=1 一 4, 因此, 当 a=1 时,C 不 可 赣 . 当 «4 关 1 时.C 可 


根据 后 面 讲 的 对 角 块 算 阵 的 逆 矩 阵 的 结论 ,得 
0 1 


道 .其 道 矩阵 为 
1 -Ia 1 1 
ci 向 C= 二 1-。 a-l 0|. 
2 -1 —1 


(3) 用 初等 行 变换 或 初等 别 变换 求 逆 和 矩阵 . ( 见 2. 6 节 初 等 变 


换 与 初等 矩阵 中 的 例 )， 
3 可 道 矩阵 满足 的 运算 律 


详 见 内 容 提 要 . 
这 里 要 特别 注意 ; 4 和 B 均 可 逆 . 则 4B 也 可 道 ,用 
(4B)-!=B 4 '; 
(4 一 4 .47 《脱衣 法 则 ); 
(AT) =(A ); 
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| 
14 1 Ta 
但 是 ,4 和 有 昌 均 可 逆 , 不 能 推出 入 十 呈 也 可 道 ( 读 者 不 难 用 对 钊 下 
阵 举 出 例子 ) 即使 4 上 如 可 送 . 也 可 能 
(4 十 是 一 天 和 :十 且 (也 用 对 角 短 阵 举例 ). 
这 在 数 的 运算 里 也 是 如 此 , 北 零 数 < 与 之 和 a 十 5 天 0 时 ,有 
Ca 十 六 1 一 于 下 二 一 
关于 可 道 和 矩阵 满足 的 运算 律 . 既 要 能 熟练 地 加 以 证 明 ( 详 见 教 
材 ), 又 要 会 灵活 地 应 用 它们 解决 各 种 问题 . 
例 5 关于 对 称 矩 阵 与 反对 称 和 矩阵 的 逆 短 阵 . 
(12 可逆 对 称 短 阵 4 的 北 答 阵 和 A! 仿 是 对 称 矩 阵 . 
因为 
CA A 4 
(2) 可 逆反 对 称 短 阵 B 的 逆 短 阵 也 是 反对 称 短 阵 . 内 为 
CB DT 一 (B) 一 (一 B) 一 一 有 - 
(3) 奇数 阶 反 对 称 短 阵 B 一 定 不 可 道 . 只 这 让 明 此 时 1B! 一 
0. 设 为 n( 奇 数 ) 阶 算 阵 ,由 十 Bi 一 B. 所 以 


1871='B|—I—Bl—(—1)"|B|—- |B|. 
因此 181 一 0, 故 吕 不 可 道 . 
例 6 已 知 
1 0 01 12 3 1 
B—|2 1 5 C=10 2 3 
3 2 1, 0 0 2 


有 岂 三 阶 生 阵 4 满足 (一 C BC A 一 1， 试 求 4 

解 ”将 上 述 矩 阵 等 式 两 庙 . 先 左 乘 二 C ‘BB' ， 再 左 乘 C, 即 可 
得 4 一 CC 一 C 1287 一 C B!. 

也 可 先 将 上 述 托 阵 等 式 利 用 可 逆 矩 阵 的 运算 律 加 以 化 简 . 即 
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GCC BY IC 4 一 CGI 一 CT 'A 
一 (C 一 号) 4 一 了 
于 是 , 立 邯 可 得 


2 3 4 123 11 
A—C—B'=|0 2 31-I0 1 2 = 1 ]|. 
00 2 ioonl 0 0 1 


例 7 已 知 同 阶 方 隆 4,8,C 满 中 (一 C!B):C!A=C ,人 
CC!= 二 I,C 一 B 可 道 , 求 4. 
解 ”此 题 要 先 利用 敌阵 转 置 与 可 逆 拖 阵 满 足 的 运算 .将 题 中 
所 给 矩阵 方程 加 以 化 简 . 然 后 肯 求 生 , 即 
(一 CIB)TCI4 =[CGT 一 CTB) 1 4 一 (C 一 CCI1B)14 
={C—B) A=C 1 0) 
由 于 1C--B|==|(C -8B) | 关 0, 所 以 CC--B)! 也 可 着. 于 是 由 (1) 
式 得 
4 一 TOC-B) IC 一 LCCC--B)I 
=[CC ~ 80] 一 (CCT- CB)! 
= -CB (2) 
如 果 利 用 CC'= 了 得 C7 一 C'. 并 代入 (1) 式 . 则 得 
4 -Tc 一 BT C=LC-B) OC! 
一 [CCC 一 B) !]'. (3) 
这 里 (2) 式 与 (3) 式 的 结论 都 是 正确 的 (读者 不 难 证 明 (2) 式 (3) 式 
右 端 窃 阵 是 相等 的 ), 从 形式 上 看 ,(2) 式 更 简洁 一 些 . 其 实 两 者 的 
计算 量 是 差不多 的 -者 要 作 一 次 减法 ,-- 次 乘法 ,~ 次 转 置 , -次 求 
道 ,只 不 过 是 这 四 种 运算 的 顺序 不 一 样 . 
例 8 已 知 委 =diag(1, 一 2,1), 及 A*BA2B4 -8E(E 为 单 
位 扯 阵 ) , 求 B. 
解 ” 先 利用 和 矩 阵 的 运算 律 .化 简 题 中 和 矩阵 方程 . 由 4 BA 一 
2B4 一 8E. 得 
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A'BA—2BA=(A’ —2E)BA=— 8E. 


所 以 
BA=—8CA* — 2E)"! 
旦 一 一 8(4 —2E) -A 1 一 8L4(4- —28)] 
三 一 8(141E 一 24) ! 《〈 其 中 141 一 一 2) 
一 一 8( 一 2E 一 24)- 一 一 8[diag( 一 4,2. 一 90 二 1 
一 一 sdiag( 一 二 .二 ,一 于 )} 一 diag(2. 一 4.2)。 


例 9( 习 题 73》 设 4 为 三 阶 和 矩阵, 141>>0,47 一 diag(l， 
一 1. 一 4), 且 
4 了 34 一 有 4 1 十 3 了 ， 


求 141 和 矩阵 B. 
解 出 44 二 |4FI. 得 141|47 | 二 |4&|'， 所 以 
14 旦 一 147 |=1, 1& 三 士 2， 取 |A|=22>0. 


肯 由 ABA -一 B4- -31, 得 
ABA “一 B4- 一 (4 -DBA !=31. 
所 以 
B=3(4-—-D A=3[A (4 一 门 ] 一 30 一 4 ) ! 


=3 (Ins) 一 3 人 (一 二 4 六 
一 3 Taiagl( 十 . 冯 :3] 一 3diag( 2 三 了) 
一 diag(6,2.13. 
4 阶 矩 阵 4 为 系数 矩阵 的 线性 方程 组 的 解 


让 齐 次 线 
组 间 零 


当 系 数 和 矩阵 妨 涉 可 道 时 . 齐 次 线性 方程 组 
性 方程 组 4x 一 6 均 用 高 斯 消 必 法 求解 .前 少 必 站 
解 , 后 并 有 解 时 ,也 有 无 穷 多 组 解 . 

当 系 数 短 阵 把 可 逆 暑 .4x 一 0 只 有 和 零 解 , 妈 二 入 :0 一 0;: 市 
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4 一 瑟 有 是 反 有 一 个 解 , 此 时 可 利用 4- (个 矩阵 的 赣 矩 阵 是 惟 
-的 ) 求 其 解 , 即 由 
及 -1AX 一 各- ! 昌 得 工 = 入 -了 
例 10 解 下 列 线性 方程 组 
Ta re 十 27 一 一 3 


1221 一 ra 一心 


| see 一 2 


解 ”由 于 系数 和 矩阵 4 的 行列 式 


1 -1 2 
al 一 1 一 1| 二 24+4 十 1 二 2 一 4 十 1=6 尖 0、 
i1 1 -2 
所 以 和 4 可 道 .于 基 方 程 组 的 解 
I] | 一 3 3 0 3 一 3 | 11 
x= r= 1 = 二 3 4 5 = 2 
6 
1 5 3 -一 2 1 5 | 


即 方程 组 的 惟一 解 为 x 一 1,z: 一 2,mm 一 一 | 
2.6 算 阵 的 初等 变换 和 初等 矩阵 


对 全 了 泗 伍 初等 变换 是 线性 代数 中 解决 很 多 问题 的 一 种 章 费 方 
法 . 例如 .对 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶 棉 彤 
算 阵 .得 到 容易 求解 的 同 解 方程 组 ,用 初等 行 变换 或 初等 询 变换 中 
以 判断 短 阵 是 否 可 泛 . 并 求 具 逆 年 阵 :用 初等 空 换 可 以 求 年 阵 的 
的 秋 及 其 极 大 线性 无 关 组 :对 一 般 次 用 而 方 保 对 应 的 
= 阶 实 对 称 托 阵 , 回 时 做 同样 类 型 的 初等 行 变换 和 列 们 换 . 将 其 化 
为 对 角 阵 .从 而 将 - 般 一 次 晶 丙 方程 化 为 标准 方程 .其 得 到 此 时 所 
做 的 坐标 变换 式 等 , 因此 ,读者 必 地 掌 操 护 上 陡 的 3 种 初等 行 
( 列 ) 变 换 太 相应 的 3 种 初等 簿 阵 ,并 熟悉 3 种 初等 中 阵 左 ( 有 ) 乘 
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矩阵 所 起 的 3 种 行 ( 列 ) 变 换 的 作用 ( 详 见 内 容 提要 ). 这 早 还 紧 摘 
清楚 以 下 几 个 问题 : 

(1) 为 什么 3 种 初等 矩阵 的 逆 和 矩阵 都 是 同类 型 的 初等 矩阵 ? 
即 为 什么 


E :oO 一 瑟 ( 二 ) EO=E, C—O. Er =E, ? 


这 是 因为 初等 全 阵 是 单位 什 阵 做 一 次 初等 变换 得 到 的 全 阵 ， 
所 以 对 初等 矩阵 再 懒 一 次 同样 类 型 的 初等 变换 就 能 使 之 "i 到 单位 
第 阵 , 例如 ,对 倍 乘 初等 拭 阵 E, (ec) ,再 做 一 次 初等 行 变换 ,将 第 i 
行 苇 一 c 加 到 第 ,ij 行 .E, (就 变 为 单位 和 矩阵. 即 

下 (一 EC 一 ET 所 以 E,'(O=E,t eo). 

(2) 为 什么 初等 变换 能 判定 矩阵 的 可 逆 性 

这 是 因为 对 方 阵 作 初等 变换 .不 会 改变 方 阵 行列 式 的 零 或 旧 
零 性 .因此 ,如 果 对 方 阵 4 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 算 阵 时 ， 
当 它 出 现 全 零 行 时 ,就 说 明 i 人 | 一 0, 从 而 各 不 可 逆 : 当 它 不 出 现 全 
零 行 . 艺 阶 梯形 手 阵 为 上 三 角 矩 阵 , 且 其 主 对 角 元 均 不 等 二 0, 就 
说 明 |4| 天 0. 从 而 和 可 道 ， 

(3) 为 什么 只 用 初等 行 变换 (或 只 用 初等 列 变换 ) 能 求 可 道 
短 阵 的 道 矩 阵 

评 因为 对 可 逆 卸 阵 做 初等 行 变换 .可 将 其 化 为 主 对 角 均 非 
零 的 上 二 角 算 阵 . 青 对 每 行 做 倍 乘 变换 ,可 将 主 对 第 匹 全 化 为 1， 
然后 得 做 初等 行 变换 ,就 可 将 其 化 为 单位 矩阵 . 所 以 对 可 逆 扰 阵 做 
若干 次 初等 行 变 换 就 可 将 其 化 为 单位 矩阵 . 即 存在 初等 矩阵 Pi ， 
了 ,rr.P.. 使 


P,PsP.A=1I. (2,18) 

从 而 
A =—P .PP =P.…P:Pl. (2.19) 
因此 .由 (2.18).(2. 19) 式 可 多 ,对 4 与 了 做 同样 的 初等 行 变换 , 当 
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4 变 为 开 时 , 工 就 变 为 4 ,. 邯 


同 理 


(人 (小 


这 里 要 特别 注意 -用 初等 变换 求 赣 和 矩阵 时 ,如 用 初等 行 变换 必 
须 始终 做 初等 行 变换 ,其 中 不 能 做 任何 切 等 列 变换 . 

(4) 为 什么 可 道 算 阵 者 可 分 解 为 若干 个 初等 抢 阵 的 乘积 ? 

这 十 因为 从 (2.18) 式 可 得 


PP) l=PT'Pr -Pp. . (2.20) 
其 中 P. 0 一 1 是 与 王 同类 型 的 初等 抱 阵 . 
例 1 设 
3 5 5 1 2| 
4=-| 2 4 3|, 8B-|-2 1:, 
一 2 2 一 3 1 3j 


且 4X 一 吾 . 试 求 X. 
解 法 1; 由 上 上 14 一 2 尖 0.4 可 道 ,所 以 X= 4 18. 求 出 
4 再 算 4-!B, 即 得 XX， 
法 2; 由 本 可逆 .所 以 存在 若干 初等 算 阵 Pi.P.、….P.. 使 
P…P_P,A=~1. 丁 是 
PPPAX—P.-…P.P,B. (17 
X—P-"PP B=A 'B. (2) 
出 51).(2) 式 可 见 .对 生 , 且 做 同样 的 初等 行 变 换 . 当 全 灾 成 上 时 ,有 
就 变 成 了 即 
， 


1 
| 


wo 
国生 
i 
> 


一 


(A.B ) 一 | 
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且 4( 一 
解 
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1 2 3 1 11 2 
到 十 EC) 3+G@r>( 一 
0 2 
02 0 4 00 1 
a 
100 三 
110 一 11-9 ves( 了 ) 2 
020 一 1 4 一 > 1 
rl 010 -5 
ol 7 引 sr) 2 
iDO ol 了 
人 3 
{和 一 
x=| 1 5 
2 
了 5 
设 
1 -LU 0 0 [2 | 
0 1-1 0 2 1 3| 
B= ，C= ， 
0 0 1 一 0 2 1| 
| 0 0 1 0 0 2 
CI1B) IC 1B 一 1. 求 4. 
由 4AG 一 C 1B)-1C 'B =ATCC CB) :B 
一 4(C 一 B)-!B 
一 上 


得 
用 初等 列 


A=—B ‘(C—B). 
1 变换 法 求 B 
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1 一 0 (1 0 0 
0 1 0 :0 1 00 
1 有 0 0 1 二 0 0 10 
| -| 9 DO00 1 H+ 0 0 ol 
17 1000 1 1 11|” 
0 10 0 0 1 11 
0 1 0 0 0 11 
0 D 1 0 0 0 1 

所 以 
111Nn2341 /1136 10 
ol11 0123 013 6| 

A=B '(C—B)=— = 

011|l0012 |oo0 1 8 
000000 001 iooo li 


2 
例 3 将 可 池 逢 阵 4 二 (表示 为 着 下 初等 短 隆 的 乘积 
解 “ 对 矩阵 A 做 蔡 干 次 初等 行 变换 将 其 化 为 单位 阵 , 按 
《2. 18) 式 即 得 4 一 (P.…P:P;,) :一 PP 由 


(3 直 


所 以 
1 2 1 oO ’ 
et | 
1 0 1 1 oj 
{_， 中 (, 1) | 一 证 
上 人 
1 0 一 ! 
le fo 3 
即 


A=E:, (DE:.(—1)E.(—2). 


2.7 分 块 抢 阵 


把 矩阵 表示 为 分 块 抑 了 进 行 运 算是 矩 隆 运算 的 - :个 重要 技 
七 . 它 把 大 型 矩阵 化 为 若干 小 型 矩阵 的 运算 ,使 运算 更 为 简明 , 而 
且 它 有 助 于 一 些 命题 (定理 ) 的 证 明 . 例如 书 中 例 4 证明 串 逆 证- 
角 和 矩 阵 的 北 集 阵 也 是 上 三 角 短 阵 .用 数学 归纳 法 和 矩阵 分 块 的 方 
法 加 以 证 明 就 比较 方便 .如 果 不 用 分 块 的 方法 证 明 就 比较 麻烦 . 

关于 分 快 托 阵 的 加 法 . 数 乘 .乘法 . 转 羊 等 运算 .要 特别 注意 乘 
法 和 和 转 置 ， 

两 个 可 汪 知 阵 4.8 相 乘 用 分 册 的 方法 计算 4 有 .不仅 要 求生 
的 列 的 块 数 与 B 的 行 的 次 数 相等 .而 册 要 求生 的 列 的 分 块 法 与 吾 
的 行 的 分 块 法 完全 - 致 . 以 保证 对 应 子 块 可 乘 ( 见 内 容 提 要 ) 

2 人 "| 的 转 置 不 仅 当 各 块 ) 与 有 


( 块 ) 石 换 . 而 目 每 一 了 抉 出 槛 转 置 , 即 


全 
分 快 年 阵 4 一 |a 
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EE | 
5 4 
4 4 j 

有 些 可 逆 矩 阵 也 常用 分 块 的 方法 求 其 逆 征 阵 - 最 简单 的 对 角 
块 矩阵 4 也 称 准 对 角 第 阵 ) , 当 每 一 个 对 角 抉 4 均 可 道 时 ,其 道 
矩阵 


和 A! 二 


fan -An 

A A -| A 
EM | 

分 块 第 阵 也 训 做 初等 行 ( 列 ) 变 换 . 相 应 地 也 训 3 种 分 块 初等 
矩阵 ,它们 左 ( 或 右 ) 乘 分 块 算 阵 4( 或 B) 的 作 几 .与 不 分 块 的 初等 
策 阵 的 作用 是 类 似 的 (请 详 见 教材 ). 

例 1 二 分 块 拓 阵 严 = (4.8) .其 中 和 是 * 阶 可 道 答 阵 .如 是 
六 ma 阶 护 阵 , 试 求 移 陈 色 .使 PQ=4,tn 阶 单位 第 阵 )， 

解 了 是 nX(n+t 册 ) 短 阵 : 因 此 8 应 是 (n 十 m) Xan 答 陈 . 现 
阐 中 也 表 成 分 块 算 阵 

C 
0=(p). 

为 使 分 块 年 阵 PQ 可 牙 , 基 中 子 块 马 足 2 阶 答 阵 , 子 抉 DD 为 Xn 
捧 阵 , 于 是 出 


PO= (4.B) {5)=4C+BD=1,. 


所 以 下 取 C=4 1 .DD 一 0。.， 即 o-( ) 

思考 题 “在 什么 情况 下 .D 可 取 非 零 和 矩阵 ” (答案 : 当 齐 次 线 
性 方程 组 Bx 二 0 有 非 零 解 , 把 它 的 ”个 非 零 解 按 列 排 成 的 违 阵 ， 
可 取 为 D.) 
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0 0 A 
例 2 设 4= 10 4 0 |, 其 中 入.A4,.4, 分 别 为 m 阶 ,n 
A 0 


阶 愉 阶 可 递 矩阵 ,证 明和 4 可 逆 , 并 求 4 上. 
解 ” 先 证 |A1 关 0(4 可 道 ), 将 4 所 在 的 mm 个 列 与 4 ,4 所 

在 的 十 下列 逐 列 对 换 ( 共 对 换 mn 十 k) 次 ), 再 将 4: 所 在 的 于 个 

列 与 4; 所 在 的 & 列 逐 列 对 换 ( 共 对 换 wk 次 ). 妈 得 

A 0 1 


取 B 一 |0 B: 0 |. 其 中 B,.B:,B; 分 别 为 上 阶 .n 阶 ,m 阶 
B 0 0| 
矩阵 . 此 时 分 块 乱 阵 4 与 也 可 乘 ,并 得 
0 0 40 0 5 AB 0 0 
AB= | A 0 0 8B; 0 = 0 A.B,. 0 
4 0 ollp 0 0, .0 0 AB, 


当 AB, LD B=A, ).A 吾 一 天 ( 即 吾 一 4 .4.8—L (Bn 
B, 一 入, 1) 时 .4B 二 了 所 以 BB 一 4 即 


0 0 4 0 0 4 
0 4 0 -0 4 0 | 
A 0 0,; | 0 


例 3 设 P= 名) 其 店 A. 分 别 为 如 阶 * 院 可 道 直 陈 。 


求 卫 
解 “ 分 块 给 阵 P 显然 足 可 效 的 ,因为 | 中 | 一 ,和 [18 天 0 


2.7 分 块 把 阵 si 


四 于 对 角 块 矩 姻 的 着 扼 阵 容易 求 ,所 以 先 对 分 块 算 阵 P 做 初 
等 行 变换 .将 其 第 2 行 左 乘 一 CB- :加 到 第 1 行 消去 掉 阵 C, 使 王 化 
为 对 角 块 矩阵 , 即 


于 是 
(人 5- 本 0 
0 8B 0 I 0B 
所 以 
A Cy A 0 -CB '| 
”= s) = 5) 四 | 
4 一 4 'CB | 
10 B10 I, | 0 BB! 
例 4 设 和 .BC-D 均 为 上 阶 和 矩阵 ,141 一 0.4B 一 如 4. 试 计 算 
加 A B| 
行列 式 1 pl: 


解 ”这 是 27 阶 分 央 卸 阵 的 行列 式 ,读者 不 能 像 二 阶 数 字 行 列 
式 那样 展开 为 [4Z- BC|. 
由 于 分 块 初等 矩阵 以 及 上 三 角 块 和 下 二 角 块 征 阵 的 行列 式 容 
易 求 ,所 以 先 对 这 个 分 块 矩阵 做 初等 列 变换 .将 共 第 1 列 在 乘 
- 点" 吾 姑 到 第 2 列 . 消 去 上 ,使 之 成 为 下 三 角 块 矩阵 . 即 
A 有 一 人 /4 0 
(< pb} lo I ) (c D-CA 下 全 
其 中 等 式 左 端 第 二 个 倍加 分 块 初等 寂 阵 的 行列 式 等 于 1, 所 以 
ij4 8 -| 0 
IC p C D-CA'B 
=ID~CA :BIT 一 1(D 一 CA 'B)AI| 


[=p 
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=|DA -CA 'BA|=|DA—C4° AB| =|DA- CB|. 
下 而 第 3 个 等 导 处 利用 了 上 两 个 矩阵 的 行列 式 相 乘 可 交换 .第 二 个 
等 导 处 利用 了 两 个 抵 阵 乘积 的 行 询 式 等 于 抄 阵 行列 式 的 乘积 ,第 
个 等 号 处 利用 了 AB 二 B4. 
这 个 题 也 可 对 分 块 矩 隆 做 初等 行 变换 .将 其 化 为 于 一 角 块 抵 
省, 可 得 到 同样 的 结果 . 


2.8 部 分 疑难 习题 和 补充 题 的 题解 


1 第 7 划 ) 将 罕 岛 兵 . 三 : 数 之 剩 二 .区 有 数 之 利 二 七 数 之 利 二 ， 
阿 兵 几何 ( 求 在 590 至 1 oo00 范围 内 的 解 )? 

解 设 兵 数 为 .3 人 大 .7 人 组 的 组 数 分 别 为 -cvs 按 题 意 串 列 一 
个 关于 Sr.vrz 的 非 齐 次 线 必 方 程 组 


1 -3 0 0 本 0 -7 2 
1 0 
ll 0 0 一 00 5 -7 —l 


到 * 为 白 由 本 知 量 , 解 得 


一 上 


为 保证 si ,yz 均 为 正 整数 , 取 十 15&( 业 为 任意 正 整数 ), 解 得 
23 一 105 大 一 7 一 358， y= 4—21k. 

为 了 求 兵 数 、 在 500 至 1 000 范围 内 的 解 , 取 =5,6.7,8.9 ,得 和 518.653， 

758 ,863.968， 
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2 (第 21 题 ) 已 知 A4 PAQ. 其 中 


2 3 1 0 
人 中 4-(, -小 2 
计算 入 .和 A”, 及"! Cn 为 正 整数 ). 
解 4" = (PAQ) (PAQ)-… (PAQ) 
= PAIA™IAQ = PA"Q. 
当 疡 为 偶数 时 ,4 一 站 4 = PIG 一 :所 以 本 一 4 一 下 
当 站 为 奇数 时 ,4" 一 和 ,所 以 


ee 


3 (第 23 题 ) 计算 ( 中 


1 0 
? 网 全 :一 1 一 .41= 了 .J 是 
让 二 和 和 一 一 卫生 二 一 生生 二 了 
其 一 般 结 论 为 
li nn 为 奇数 、 
| 一 4。， ， 为何 数 ， 
一 f， nn 为 奇数 . 
4 一 
i、 为 偶数 . 


或 利 几 
fn os LA ANDO0, FO -一 1 3) 一 二 
psn x PD)=1 $2) 0 FAST FD 0 


则 
(2) 82 
-人 (7 0). sa-( FF ). 
—#1) FO) 一 多 2) fC2) 


84 第 2 意 短 阵 


机 -( MEEY 
03) gs) 
如 此 周期 性 地 变化 ,一 般 地 , 右 


feD ee】 
一 到 1 Ad 


a=( fn ‘00) 
CD fm 


4 5 第 26 是) 求 平声 等 于 零 矩 阵 的 所 有 一 阶 儿 阵 ， 


人 be th) 
acled teta: 
| th -ttd oO. 《1 


leapt bd acted 0. (2) 
出 方程 (1) 得 a .也 以 4d 二 a 再 由 方程 (2) 可 见 , 当 dd 4 时 -等 式 成 
立 :因此 取 4= 一 <, 答 使 方程 (1 成 立 * 还 费 求 盖 一 扰 . 于 起 即 得 和 =0 的 
所 有 入 为 


外 设 4 人 mm- 


2 人 其 中 we a 


—a 

S (第 30 题 ) 证 明 : 两 个 上 阶 下 三 角 定 阵 的 乘积 仍 是 下 二 角 算 阵 . 

解 ” 此 题 可 控 教 守 2.2.3 节 中 例 二 的 方法 类 似 地 证 明 . 这 里 我 们 用 分 块 
项 阵 的 方法 证 明 . 这 要 用 对 对 作 数学 归纳 法 . 

当 m= > 时 , 即 两 个 下 三 角 和 矩阵 的 滋 积 居然 仍 尼 下 一 贡 皇上 阵 ( 略 去 证 明 ) 
催 设 丙 个 -1 阶 下 王 角 先 阵 的 秉 积 仍 是 下 二 人 角 拭 阶 .下面 考 碟 # 阶 的 情 


襄 . 设 
a 0 mm 0 
(人 
其 路 : 两 个 和 均 为 1X (na 一 1) 零 拭 阵 ,用 均 为 (2 一 17X1 抢 阵 , 4 .8B, 均 为 
2 一 1 阶 下 一 角 年 阵 . 于 是 


EE 0 
48=|( ): 
tAB A.B, 
其 中 8 是 1y (wm 一 1) 堆 捧 阵 .根据 归纳 法 假设 入 B; 为 4 一 1 阶 下 二 角 短 陈 


所 以 , 现 个 ” 阶 下 三 角 和 矩阵 筷 与 8 的 乘积 4B 仍 是 下 二 角 短 降 ， 
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总 的 题解 85 


附带 涪 明 一 点 ,这 里 用 数学 ! 下 论 对 n= 1 成 说 (因为 
- 阶 短 阵 也 可 以 说 是 下 二 角 郑 阵 . 上 二 秀和 矩 阵 . 对称 短 科 》, 然 后 假设 结论 对 
nn 1 阶 成 立 . 壬 汪 明 n 阶 的 情况 . 
6 [第 38 是) 设 4 是 实 对 称 定 阵 , 旦 生 > 90, 证 明 4 一 小 
证 设 A=(q0)yoodn 二 0 (i 三 L240 
由 4 =B=: th)，, 一 0. 得 
B= oat and ~ Tad 
a 0 = Oy 
因为 wdij 1…n) 均 为 实数 -所 以 由 (C11 式 得 
CE =0 Cl 
即 生 的 所 有 元 素 ev = Og 1 训 , 赦 入 = 人 
7 :第 11 题 ) 设 4,B 都 是 n 阶 征 阵 . 问 : 下 列 俞 题 是 骆 成 宇 ? 芳 成 卫 、 
给 出 证 明 : 若 不 成 立 ` 举 反例 说 明 - 
(1 药 为 :8 畏 相 可 逆风 及 十 B 也 不 咱 道 ， 
(2) 基 AB 可 道 . 则 4.B 部 可 
(3) 若 4B 不可逆, 则 入 .都 不 可 递 ; 
(4) 若 点 可 道 , 则 ka 可 道 (8 是 数 ). 


1 0 CU 
解 GD 不 成 立 . 例如 Cn<-2)24=( ) .5 一 (人 1 ) 均 不 可逆 -但 


on 
各 一 品 -了 可 逆 。 
(2) 成 立 . 因为 4 有 可 道 一 14BI 一 14118i 二 0 所 以 .141 天 ?上 181 关 0， 
因此 ,起 ,B 均 可 道 . 
(5) 不 成 立 . 内 为 由 "BI 一 | 专 181 一 0 不 能 
例如 : 


扒 册 14 = 和 | 十 一 0. 


有 4B 不可逆, 但 4 可 赣 ， 

(4 成 立 否 与 类 有 关 . 由 和 林道 , 即 |41 天 0 及 1 的 .一 如 和 0 得 Ke0、 
所 以 & 天 0 时 .AAA 可 得, 而 4 一 0 时 4 -4 不 可 道 . 

8 (第 38 题 ) 试 求 上 (或 下 ?三 角 钴 阵 可 着 的 充 要 条 件 , 并 证 咀 :可 北上 
(或 下 ) 二 帮 夭 阵 的 道 簿 阵 也 是 (或 下 ) 三 角 和 矩阵 ， 
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解 由 于 上 (或 下 ) 三 角 行列 式 等 于 主 村 角 元 的 习 积 aa::…aw :所 以 上 
(或 下 ) 三 角 和 矩阵 可 道 的 充 要 条 件 是 qaw…am 考 0, 即 主 对 角 元 a. 均 不 
等 于 谈 . 

证 骨 串 赣 十 革 负 红 隆 的 道 算 几 也 是 上 三 角 手 阵 , 我 们 用 对 矩阵 阶 数 x 作 
数学 归纳 法 的 方法 . 当 n=- 1 时 结论 显然 成 立 , 假 设 结 论 对 "一 1 阶 上 三 角 矩 
阵 成 立 , 下 而 证 朋 对 阶 也 成 立 。 

先 将 #2 阶 上 三角 知 陈 分 抉 表示 为 


a 
A ， ‘ 
起 人 本 】 DD 
其 中 省 为 n -1 阶 上 三 角 甜 阵 . 设 分 氛 知 阵 吾 为 


人 / (其 中 于 为 mw 一 1 阶 短 阵 ) (2) 
7.B, 


为 扑 的 道 捧 阵 , 则 
bl Bp 
-区 
ub TO anfteB 1 
-a ne 


03) 


由 (3) 式 得 

4Y 0. 央 为 如 可 逆 , 所 以 AT'= 和 

有 一 所 根据 归纳 假设 号 一 4 为 上 三 角 钨 阵 ， 
下 四 
0 BB 

这 里 再 进一步 .可 以 证 明 B= 起 ' 的 主 对 角 元 所" 志 分 别 为 坊 的 
对 册 土 对 角 元 的 倒数 .好 

by a a hs ua 
同样 内 数学 归纳 法 让 明 . 由 (3) 式 得 
ni 二 7 二 anb 1 十 9 二 1， 所 以 加 一 af 

出 中 纳 狂 种 .又 知 B, 二 4.' 的 主 对 角 元 分 别 为 4 主 对 角 元 的 倒数 . 故 结论 
战 立 ， 

同 理 , 对 可 道 下 三角 逢 阵 也 可 证 明 相应 的 结论 - 


所 以 4 ) 为 上 二 角 十 阵 , 
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a 0 | 

是 站 a 9 i 
A 

y 0 0 | 

a 0 0 站 


解 法 1: 将 和 4 的 第 % 行 与 前 面 的 wn 一 1 个 逐 行 灶 换 .把 第 4 行 换 到 第 1 
行 ,市 第 ww L341 行 依次 摘 到 第 x,…,3.2 行 ,这 样 室 换 为 对 角 矩 阵 
中 age ea va ;继续 对 等 行 做 倍 条 变换 ,对 a. 所 在 行 乘 4 就 把 和 
化 为 单 众 盾 阵 . 从 而 得 二 即 


ran 


ek | 
CA 译 行 对 换 ， a | 


(1) 
法 2: 将 矩阵 么 分 块 表示 为 : 副 对 角 块 矩阵 ? 
aa- 人 二 让， 其 中 二 =diagtoy os sa 
a 0 
根据 2.7 节 中 例 2 可见. 取 息 ' 为 # 阶 分 块 第 阵 
[1 
as ): 其 中 旦 为 n 一 1 阶 知 阵 : 
B: 0 
旭 45 为 对 角 块 捞 阵 . 即 
AB Vy /0 > 
44 一 48 (， oj 小 人 
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由 (2)? 式 得 : 
4.8B) 一 


即 B=A,'=diagtar a! 
db。 41， 即 加 一 


0 
从 而 得 B 一 和 =-( 本 ) .这 与 CD 起 中 4-! 是 一 样 的 . 


关于 这 个 题 , 如 巢 对 矩阵 乘法 掌握 得 很 束 练 , 直接 由 定义 可 得 4 如 (1> 
式 中 所 示 的 那个 算 阵 . 
“10 (第 65 题 ) 将 ” 阶 矩 阵 和 4 分 英 为 
1 
“1 
其 中 由，, 屁 2 1 阶 可 道生 阵 ,如 些 各 可逆, 有 片 已 知 4 试 求生 (这 种 利 
用 和 中 求 直 "的 方法 . 称 为 加 边 法 上 
解 先 将 4 的 第 ] 行 左 乘 一 c4, "加 到 第 2 行 , 消 太 ec: 肯 散 行 实 换 消去 
四 , 僻 丰 化 为 对 角 块 第 阵 . 刘 此 即 可 求 得 及 滞 , 即 


工 0 0 » 人 b 
人 和 中 ol 0 a aio) 


一 ch 大 (大 是 一 个 数 )、 {2 
则 到 考 D. 内 为 由 (1) 式 得 


记 上 式 中 


| 和 


于 是 下 将 (1) 式 右 端 第 2 行 碟 梁 一 也 加 到 第 1 行 消去 #5. 即 


和 


从 看 有 


89 


所 以 

CD) 
这 里 帝 汗 意 ; 其 中 大 是 (23 式 所 示 的 -个 数 ,e 是 1X (wn -1) 银 隆 ,b 是 
ca 一 1])X1 币 阵 . 


11 (第 59 题 ) 设 4 为 凹 阶 矩阵 .已 知 4 一 < 关 则 计算 行列 式 
det( [A A 
解 利用 44 一 4 得 全 141 一 4 从 而 4 1 14i 人 ,因此 
det14 
12 (第 72 题 ) 设 w=Coevwe) (vy 
3. 吾 一 G .4 一 工 一 入 计 明 : 
(1) B' 一 全 -Be32 为 IE 区 数 ); 
(2) 4 十 2 或 4 一 工 丰 可逆， 
(3) 入 下 和 十 二 均 可 道 
证 (1) Bi 一 (ap yop ap") 二 Qt 0)…(Bio)pr .其 中 有 一 1 个 
Pa, 是 (BTray =Car eC=3, 所 以 
B=ot3)" (P=3 op :3 'B. 
42) 由 (1) 的 结果 知 BF 二 38, 再 由 已 知 条 件 吾 =1 一 ,可 推出 矩阵 丸 满 
是 的 一 个 方程 , 即 


j= det(a A = 711 = 
3 己 知 2 


B= (1—A):=3B=3( A). 
十 A 一 2 二 31 一 34， 
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如 十 生 一 2 一 个. 
于 是 (和 4 一 ?了 D( 和 4 一 中 二 0, 从 而 | 四 二 2 了 || 六 一 了 -0. 所 以 站 十 2 于 和 及 一 [的 行 
列 式 至 少 有 一 个 等 于 堆 , 因 此 4 十 2 或 太一 了 不 可 道 . 
(3) 诗 由 本 十 4 一 21 一 人, 可 得 4(4 十 丰 一 2 从 而 |4| 4' 二 2" 才 0。 
所 以 4 天 0,14+ 下 关 0. 即 和 与 4 十 开 均 可 道 , 月 


4 一 二 (AD (ATD :一 工 4. 


13 (第 75 题 ) 设 4 为 奇数 阶 可 和 邀 拭 阵 , 且 4 一 4 | 本 一 1 
求 |I 一 4|. 
解 设 4 为 a( 奇 数 ) 阶 矩阵 -由 和 一 4 得 A447 一 了 ,于 是 
上 一 4 一 1441 一 入 =141147 一 中 一 14 一 吕 . 
因由 [A -下 = Car 一 D |4-1 =i 一 (I 一 A4)|=(-1)" 1-4= 
一 1 一 4 .得 


1 一 4 一 一 1 一 4|， 所 以 I 一 A|=0. 
14 (第 80 题 ) 设 5 是 元 素 全 为 1 的 = 阶 算 阵 4* 池 2》. 证 明 ， 
1 


(1) Bn.B(k2 为 下 整数 );(2) (1 一 B) "= 


证 (1) 
1 1 1 1 
1 1 1 

B=|, ， .|= |) eT, 
1 1 1 


其 中 1,1)7 ,ag 二. 与 前 而 12 第 C1) 的 结业 类 似 地 可 得 记 二 
有 

(2) 由 (1) 的 结论 得 B: -wnB 即 B? 一 xB =0, 欲 证 题 中 所 给 的 (I 一 B). 
应 将 记 一 mB 二 0, 化 为 

《一 有 )(3) 一 上 
于 是 由 
Bi—nB -一 BT 一 131 一 ] 一 (一 1)T=-0， 
得 
(一 8B)[(n 一 DT 一 到 一 (一 1 于 
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1 - 
ED BB (i) = 


-1 
所 以 


此 题 的 中 一 


即 


也 即 
这 只 要 证 本 一 xm. 而 由 (1) 的 结论 得 订 =) 妆 . 故 结 论 成 立 . 
15 (第 82 是 ) 已 知 P.4 均 为 mn 阶 和 矩阵 ,HP AP 一 dagtl 1 
0, ,Di 其 中 1 有， 个 ), 试 计算 4+ 24 
解 ” 这 里 解 是 的 关键 是 要 把 2 表示 为 PC2DP- ' 或 P (2DP. 
法 于 由 PP=diag(1 1 .10 0》, 竺 
Pdiagtll. 0 已 


十 是 
4 十 中 一 Pdiag(1 eel0 OP 二 PC2DP 
Pp, 


一 Pdiag(3.3 
有 mr 个 :所 以 
1 2 下 一 |P， ciagt33,221P | 
一 PP|3r2o|PI 一 3 + 2 ". 
四 PP APH2I=P APP-'(2DP=P (4 一 2DP, 得 
(2DP= diagtl sto. 0) 27 = diag( 3 3 


其 中 "3? 有 了 个 ， 


iP-'CA4 2DP,=!P™ 4 -24IPl- 1a&+21! 
diag(3，…,342。… | = 
16 (第 83 题 ) 设 和 为 n 阶 (nr3s2) 可 遵 矩 媳 ,证 明 ， 
CD) (4 
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人 2 CA = 047) ; 

(3) (kA)- 急 " Ck 为 非 )， 

证 这 里 主要 是 利用 可 道 撩 阵 召 的 道 年 阵 号 “与 号 的 伴随 所 阵 呈 :的 关 
系 . 即 


1 
旦 :一 1 BB. * 六 | 
Ig18 BB IBB'. CD) 
(1 (A AAA DA: | 及 14 (2) 
再 将 (1) 式 中 的 8 视 为 所, 则 有 
| (3) 
出 (2),C3) 式 即 得 (4*) 一 4 9， 
{2 CA = A = 7 =|4 (477 
[47 = 
这 里 利用 了 14:= 147 ,第 一 个 等 号 和 最 后 一 个 等 号 利用 了 (13? 式 . 
《3)》 利用 (1) 式 ， 得 


估计 |( 人 用) 一 外语 | 二 和 和 AAA 


二 
这 里 需要 指出 ,(2),(3) 的 结论 , 当 息 不 可 逆 时 也 是 成 立 的 , 这 要 用 伴随 
矩阵 的 定义 来 证 明 . 
设 4= (as )wr, 则 4T 一 (an 其 中 避 ,- 由 于 行列 式 转 置 其 值 不 
变 ,因此 ,矩阵 4 的 ev 的 余子 式 与 矩阵 4: 的 ay 的 余子 式 相等 .从 而 其 代数 
余子 式 也 相等 , 即 


AT—Ass jl 


于 是 (以 三 阶 为 例 } 


AT Ah A# A 和 A 
(TD 一 | 4 A AL|=|A A 
4 As Ay 5 


对 于 上 4 一 (kav)axn 来 说 , 它 的 元 素 kas 的 代数 余子 式 (其 余子 式 是 m 一 1 


阶 行列 式 ) 
(CA 一 As， 
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所 以 ， {4) 一 生生 

17 (第 85 题 ) 让 时 : 与 任意 的 w 阶 短 阵 吓 交 换 的 忠 阵 必 是 mn 阶 数 
量 拓 阵 . 

证 在 2.3 争 的 (2) 乱 阵 秉 法 中 已 让 明 过 与 主 对 角 元 互 异 的 对 和 角 朱 阵 
在 一 diag(A 水 no,)( 其 中 到 半天 让 可 交换 的 短 隆 必 是 对 角 冰 阵 .下面 
证 明 . 这 个 对 角 矩 阵 评 要 与 任意 的 阶 甜 阵 可 交换 , 则 必 是 数量 短 阵 . 取 


GD 
站 a Ee D 下 
: (其 中 心 关 0 i=l 
0 0 0 el 
a 0 品 0 
则 
0 A 0 0 1 ro Ra 0 0 
QO 0 a 0 0 0 ka 0 | 
AA— : |， A4=-| 

D 0 0 an 0 0 0 “| 
ka 0 0 0 ga 0 0 0 


于 足 , 由 如 4 :太太 ,得 
Qs 一 妈 Hiar 从 而 大 一 Ki i 三 120 一 1 
即 名 二 如 二 = 扣 , 所 以 与 任何 矩阵 可 交换 的 矩阵 必 有 是 数量 失 泗 寻 (k 为 任 


意 目 零 常 数 ). 
前 而 已 经 讲 过 ,数量 距 隆 好 与 任何 定 阵 可 交换 . 综 上 所 述 ,与 任意 矩阵 


可 交换 的 矩阵 入, 当 且 仅 当 4 一 二 ( 数 量 矩 隆 )- 
18 (第 86 是 ) ” 阶 矩阵 让 =(av)ws 的 主 对 角 元 之 和 称 为 矩阵 4 的 迹 ， 


记 作 tea), 即 
tM)= > ao 


证 明 ; 若 妇 是 加 Xx 给 阵 ,B 是 nw 矩阵 , 则 
tr(AB)=tr( BA). 


证 设 4=Cas)mxs， 8 二 (64)wx- 则 
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(AB),= >)oapu ， (BA Dl has. 
气 


于 是 
UAB) = DAB), : D3 


= 3 Dhan = SB = tr(BA). 
= 站 

19 (第 88 题 ) 车 阶 矩阵 4 存在 正 整数 上 ,使 得 全 一 0. 就 称 和 为 守 堆 

设 需 零 第 阵 生 满足 4 一 0(K 为 正 整 数 》, 试 证 明 : 了 -入 串 逆 ,并 求 其 逆 
矩阵 . 

解 证 明 工 -二 可 道 ,如 果 和 的 元 素 是 具体 数字 ,可 用 行列 式 {一 和 天 
,或 用 初等 行 ( 齐 ? 变换 将 其 化 为 单位 矩阵 来 证 明 . 这 里 4 是 抽象 的 .只 能 从 
定义 的 角度 芍 虑 , 旭 是 否 丰 在 年 阵 BB. 使 (I 一 4)B8= 工 

在 初等 代数 里 ,我 们 知道 

tr 十 = 1 一 
由 于 单位 新 阵 王 与 任何 夭 隆 相 乘 可 交换 ,所 以 上 式 中 "1" 换 为 "I",“." 挽 为 
入 ,其 等 式 成 立 ` 怪 
AAA 4 = A I 
(读者 不 难 用 定 阵 乘法 满足 的 分 配 律 及 工 与 4 可 交换 来 验证 上 式 成 立 ), 折 以 
[一 入 可 逆 , 且 


一 二 
20 {第 89 题 ? 
; 上 人 
设 A= " ” jr 可 各 时, 求 其 
a 
0 De 
遂 短 阵 . 
解 由 FC?) 二 Ce 一 了 》". 求 (4) 时 ,不 仅 要 把 < 换 为 生 , 而 且 要 把 常数 六 
换 为 数量 矩阵 好 , 即 


/4) ={A4 一 委 )" 
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ab 1 0 0 
| 0 a—p 1 0 
| 0 0 a-b 1 
0 0 0 a—b} 
10 0 a—b 0 0 0 
oo010 0 ay 0 
记 |。。 1 -8 | 本 =(a 一 DDI， a 一 bX, 则 
0000 0 0 0 ab 
fA) = A+B)" 
+B", 
其 中 
0 .010 10 001 
BB- oo 01 B= o005 0 0 Bp -B=0. 
p000 0000 
000 0 O00 0 
所 以 
和 Ch CT CO 
0 Car Ci | 
f(A4)= 
0 0 Ey 
0 0 
当 4=a 一 6 尖 0 时 ,六 A) 可 递 ,由 其 伴随 矩阵 求 逆 , 得 
0O= 反 全 
1 一 CA LOG 一 GT GY 
1|0 1 一 GMA LO -CG 
|o 0 1 一 CA | 
0 0 0 1 


21 (第 92 题 ) 证 明 , ， 阶 肥 对 称 矩 阵 可 逆 的 必 过 条 件 基 ”为 偶数 , 举 
例 说 明 # 为 偶数 不 是 阶 反 对 称 矩 阵 可 赣 的 充分 条 件 、 
证 设 生 为 二 阶 反 对 称 第 阵 , 则 47 一 一 入, 于 是 
[= | 和 | 三 1 一 |=( 一 ”有 4. 
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当 ? 为 奇数 时 ,'4| 一 一 14 .所 以 |4 - 9. 时 此 不 可 着 . 故 半 阶 芭 别称 知 阵 可 
道 的 必要 条 件 为 上 是 偶数 . 
但 偶数 阶 反对 称 短 阵 也 不 一 定 串 逆 ( 即 为 偶数 不 是 可 遂 的 充分 条 件 )， 
例如 , 四 阶 反对 称 盾 阵 
0 100 


1 01 _ 
明 一 、 4 0、 和 不可逆. 

o | 0 0 

lo ov0 


22 (第 96 题 ) 若 ? 阶 窃 阵 和 与 世 可 交换 , 则 入 与 召 的 任意 多 项 式 
和) 与 8(B) 也 可 交换 . 


证 没 1(4) 二 a 有 和 入 十 十 41 和 二 了) A 


gCB)- hI- hiB+B + hb" = DB 
共 f 入 一 B' 一 I 于是 
hi 
FODRCB)— 了 abAB: (1 


= DD =8(B) F(A. 
其 中 第 二 个 等 号 姓 态 BB- BrA' 是 利用 4B 一 BA 而 得 到 的 , (1) 式 的 含义 是 。 
jj 二 0 的 天 为 DItt+) 1 的 项 为 448 及 一 4B:i J 一 2 的 项 为 
a Bi 十 j 二 3 的 项 为 a 六 二 一 后 二 蝇 十 nb 十 


cu B' ;如 此 等 等 、 


人 


3.1 基本 要 求 与 内 容 提要 


1 本 要 求 


(1) 熟练 掌握 ” 维 向 量 的 线性 运算 (向 量 的 加 法 及 数 与 向 起 
相 乘 的 向 量 的 数量 乘法 ) ,熟悉 它 们 所 满足 的 8 条 运算 规则 . 

(2) 准确 理解 n 维 向 量 的 线性 相关 性 移 定 义 ( 包 括 线性 相关 
与 线性 无 关 ) ;熟悉 一 组 向 量 线性 相关 和 无 关 的 充分 必要 条 件 : 熟 
练 掌握 判别 一 组 向 量 线性 相关 或 无 关 的 方法 

(3) 准确 理解 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 的 驾 念 ,会 用 
初等 变换 的 方法 求 秩 与 极 大 线性 无 关 组 

(4) 准确 理解 矩阵 的 秩 的 概念 ;会 用 初等 变换 的 方法 求 算 阵 
的 牧 ; 熟 悉 矩阵 相 圳 和 相 梯 后 的 秩 与 原 和 矩阵 的 秩 的 关系 ;" 了 解 矩 
阵 的 相抵 标准 形 的 概念 . 

(5) 准确 理解 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 ,及 其 基础 解 
系 和 一 般 解 ( 通 解 ) 的 结构 ;熟练 掌握 求 基础 解 系 的 方法 

(6) 准确 理解 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 条 件 .及 其 一 般 解 的 
结构 ;熟练 掌握 求 一 般 解 的 方法 . 


2 内 容 提 要 
01) an 维 向 量 与 矩阵 是 线性 代数 中 两 个 基本 的 运算 对 象 . 
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维 向 基 的 线性 运算 (加 法 与 数量 乘法 ). 
设 @ 一 (az 和 ao) 天 (EREE 下 ,规定 
a1 B=Catb ez 十 和 us 十 加)， 


RE=Cka kas ku), 一 (一 1 

oa—p=at (—AP). 
2 维 问 起 的 线性 运算 满足 以 下 8 条 运算 规则 : 
外 ec 十 8 一 及 Ha 人 〈(c 十 及 十 Y 一 女 十 (8 
加 a 十 0 一 a(0 为 替身 其}; 图 e 十 (一 的 一 0(0 为 零 向 量 )， 
加 lc 一 ai; 6) 一 (OER ,i 为数 ); 


@ kot =katkep: (kt Da=katie, 

(2) n 维 向 量 的 线性 相关 性 

定义 ”向 量 和 ,0 ,… ,EF" 线性 相关 指 的 是 :存在 不 全 为 
鹤 的 数 友 ,k,nEF 了 ,使 

如 十 kG 十 … 十 ko 一 0( 零 向 量 ). 

0 线性 无 关 指 的 是 : 仅 当 数 所 一 息 一 人 一 一 0 
时 ,省 使 名 tw 十 十 … 十 kG 一 0( 零 向 其 ) ,也 就 是 说 , 苦 忆 on 十 
Gi 十 十 kG 一 0. 则 必 有 数 二 二 二 "二 ,二 0. 

单个 向 量 & 线性 相关 (无 关 ), 当 且 仅 当 & 为 零 向 量 ( 非 零 
向 量 ). 

OD @ osewGn 演 2 线性 相关 的 充 要 条 件 是 ,其 中 有 一 个 
商量 可 由 其 余 向 量 线 性 表示 ;而 线性 无 关 的 充 要 条 件 则 是 ,其 中 任 
一 个 向 量 均 不 下 由 其 余 向 量 线性 表示 . 

四 如 果 向 量 组 负 ，…, 可 由 向 量 组 &,.…,@, 线性 表示 , 且 
之 s. 则 局 ,…, 有 线性 相关 . 这 个 命题 的 等 价 命题 是 :如 果 向 量 组 
所 ,…, 忆 9 由 向 量 组 Qi，… ,Ga. 线性 表示 , 且 有 ,…. 忆 线性 无 关 ， 
则 zs. 

图 如 果 向 量 组 wo or 线性 无 关 , 而 向 量 组 忆 局 ， 
,0 线性 相关 , 则 入 可 由 was, ai 线性 表示 , 且 表 示 


3.1 基本 要 求 与 内 容 提要 的 


法 惟一 . 
富 设 久 一 (avasteeeeaa25es 一 (ai 
avaa rvaw)' ,由 于 向 量 方程 
AIGI 十 ragas 上 十 2 一介 ( 零 问 量 ) 
等 价 于 齐 次 线性 方程 组 


ea 一 


Ax=0, 
其 中 系数 矩阵 4 是 以 .ti,….w, 按 列 排 成 的 n Xr 和 矩阵 ,x 一 
Cr 

所 以 ,向 其 组 tw ,ea .线性 相关 (无 其) 的 充 要 条 件 是 , 齐 
次 线性 方程 组 Ax 一 0 有 非 零 解 ( 只 有 零 解 . 即 av 全 
为 零 ). 

(3) 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 

定义 ”如 果 向 晤 组 & ,&;，…,&. 中 存在 r 个 线性 无 关 的 向 量 
.有 其 中 任 一 个 向 晤 可 由 这 
r 个 向 量 线 性 表示 , 则 称 向 量 组 的 秩 为 让 即 秩 i100 .2 ) 一 

由 前 面 的 (2) 舱 名 .加 .可 得 这 个 定义 的 等 价 定义 : 

秩 tel 0s 一 基 为 qi ,0 .….0. 中 存在 r 个 线性 无 关 
的 向 量 . 且 任何 r+ 1 个 向 昌都 线性 相关 . 其 中 的 个 线性 无 关 的 
向 量 称 为 向 量 组 的 - -个 极 太 线性 无 关 组 . 向 别 组 的 极 大 线性 无 关 
组 一 般 不 是 惟一 的 .但 不 同 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 * 个 数 " 古 
相同 的 ,这 个 “个 数 " 就 是 向量 组 的 秩 . 

求 向 量 组 om ,0 ,…;,&, 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 的 方法 (不 
妨 设 向 量 为 四 维 向 量 , 向 量 个 数 。=5): 

将 Qi yo- 按 列 排 成 4X5 征 阵 4. 对 矩阵 4 做 初等 
行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 矩 阵 局 , 即 


和 一 0 
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8 


0 0 0 0 5 

《其 中 ceocx 均 不 等 丁 零 ), 则 阶梯 形 矩 阵 已 的 非 零 行 行 数 3 
为 秩 4al oa- 0 中 每 个 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 cu es ， 
所 在 的 第 1,3 ,4 列 所 对 应 的 g ,ts.@: 为 向 其 组 1o ,ao as } 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 . 其 理论 根据 是 4 与 忌 中 对 应 的 询问 量 组 丰 
相同 的 线性 相关 性 (定理 3.6》， 

《4) 证 阵 的 秩 

矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 称 为 矩阵 的 行 秩 ; 算 阵 的 列 向 量 组 的 秩 
称 为 给 阵 的 列 秩 : 失 阵 的 行列 式 秩 为 矩阵 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ， 

矩阵 4 的 行 秩 与 列 秩 及 其 行列 式 秩 都 相等 ,并 称 为 矩阵 4 的 
秩 . 记 作 r(4)- 

初等 变换 不 改变 插 阵 的 秩 , 所 以 更 阵 的 秩 是 此 阵 在 所 等 安 换 
下 的 一 个 不 变量 . 对 矩阵 4 做 初等 变换 将 其 化 为 阶梯 形 年 阵 口 , 则 
品 的 非 零 行 行 数 就 是 矩阵 4 的 秩 , 

r(4 十 B)<Ssr(4) 十 r( 了 8)， 
r(C4B)s<minCr(A),r( 吾 )). 
若 P,Q 可 送 , 则 
r(A)=r(PA) =r(AQ) =r(PAQ). 

“矩阵 4 的 相抵 标准 形 :对 秩 为 r 的 算 阵 4 做 初等 行 , 询 变 

换 , 可 将 4 化 为 
I 0 
( 0) 


(其 中 上 上 为 > 阶 单位 矩阵 ) ,并 称 之 为 4 的 相抵 标准 形 . 即 存在 可 
逆 抢 阵 卫 与 @ ,使 


ea 
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I 0 
P40 一 (。 路 

《5) 齐 次 线性 方程 组 月 非 零 解 的 条 件 及 解 的 结构 

全 以 闫 x2 所 阵 4 为 系数 第 阵 的 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 有 
非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 r(4)<z, 或 各 的 2 个 列 向 基线 性 相关 . 
其 等 价 命题 是 ;4x0 只 有 等 解 的 充 要 条 件 为 r(4) 一 n. 或 入 的 nn 
个 列 向 量 线性 无 关 . 

当 各 为 上 阶 方 阵 时 、41 一 0( 天 0) 是 4x=0 有 非 零 解 (只 有 和 零 
解 ) 的 完 要 条 件 . 

名 如 果 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0 有 户 个 线性 无 关 的 解 工 . 
所 和 任 一 个 解 可 由 它们 线性 表示 , 则 称 这 p 个 线性 无 关 的 
解 为 4r=-4 的 基础 解 系 .并 称 

一 入 2 Rx 十 二 kX 

《其 中 到 Re 为 任意 数 ) 为 Ax 二 0 的 -- 般 解 ( 或 称 通 解 ). 
当 及 为 mmXn 挫 阵 , 秩 (44) 二 + 时 ,其 中 pp 一 ni 一 7 

名 求 4x==0 的 基础 解 系 的 方法 

对 加 Xn 秆 阵 & 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 阵 品 ,有 凤 


Yo 


[ET 
0 ce 
初等 
一 一 一 =U, 
入 行 变换 0 0 ty 
o 0 0 


LO mw 0 mw 0 
其 中 品 的 + 个 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 coc,，…0 ,所 在 列 对 应 
的 未 知 元 x1 ,x ，"…,z, 称 为 基本 未 知 车 (或 称 主 元 ) ,其 余 4 一 r 个 
未 知 元 称 为 自由 未 知 量 . 
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将 一 r 个 自由 林 知 量 依次 取 1 其 余 均 歌 0 的 wn -组 自由 未 知 晤 
Cl,00.00 sO) C0 se Oe (O02, 0.1) 
分 别 代 人 方程 组 Ux =0 求 基本 未 知 其 ,从 而 得 到 4xr=0 的 2 一 
个 线性 无 关 的 解 ( 即 基础 解 系 )rl .rz xz 
(6) 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 条 件 及 解 的 结构 
全 非 齐 次 线性 方程 组 4x 二 b 有 解 的 完 要 和 条件 为 
fT( 有 ,5) 一 f(A) .或 b 串 由 4 的 列 向 基 组 线性 表示 . 
4x= 五 有 惟一 解 的 充 要 条 件 为 
Tr(4) 一 r(4) 一 4 的 列 数 ， 
人 车间 与 避 为 Ax 二 6 的 两 个 解 , 则 x, -xs 为 对 应 齐 次 方程 
组 4&x 一 0 的 解 . 
加 车 Axr=b 有 和 解 , 则 其 一 般 解 为 
六 一 2 十 大， 
其 中 : xo 是 Ax==b 的 一 个 特 解 ( 某 一 个 解 )， 
六 一 让 2 十 a 十 二 
是 对 应 齐 次 方程 组 4x 二 0 的 一 般 解 . 
求 4t=6 的 一 般 解 的 方法 :对 增 广 短 阵 (4.5) 做 初等 行 变 换 
将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 4U ,da) . 即 
(0) 林 本 和 村 浆 。([7 df， 
从 Ux=0 求 4x 一 0 的 基础 解 系 与 一 般 解 x 的 方法 与 前 而 (5) 段 名 
中 所 述 一 样 . 从 4x 上 & 的 同 解 方 程 组 Ux =d 中 ,将 自由 未 知 蛙 全 
取 为 零 ,算出 基本 未 知 量 . 从 而 得 到 4x 一 的 一 个 特 解 x, . 
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本 章 的 中 心 问题 是 讨论 线性 方程 组 的 解 的 某 本 理论 ,也 就 是 ， 
齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 有 非 零 解 的 条 件 和 解 的 结构 ,以 及 非 齐 次 
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线性 方程 组 Ar 瑟 有 解 的 条 件 和 有 无 穷 多 组 解 时 解 的 结构 . 在 前 
一 章 中 ,我 们 虽然 已 经 会 用 高 斯 消 元 法 求解 齐 次 和 非 齐 次 线性 方 
程 组 ,但 是 其 中 还 有 很 多 重要 的 问题 没有 阐述 清楚 ,例如 ,对 非 齐 
次 线性 方程 组 增 广 矩阵 (4 ,5b) 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 矩 阵 
《Csd) 时 ,其 中 的 4,. ,在 什么 情况 下 ( 妈 增 广 算 阵 满足 什么 条 件 
时 ) 必 定 等 于 零 ( 即 4x 二 上 有 解 ); 再 如 ,对 方程 组 采用 不 同 的 消 元 
步骤 ( 即 对 增 广 短 阵 做 不 同 的 初等 行 变换 } ,将 其 化 为 阶梯 形 矩 阵 
时 ,其 非 零 行 的 行 数 是 否 相 同 ? 即 求解 时 自由 未 知 量 的 个 数 是 否 
相同 ;又 如 ,自由 未 知 量 - 般 可 以 有 不 同 的 取 法 ,从 而 解 的 表示 形 
式 有 所 不 同 ,那么 它们 全 部 解构 成 的 解 集合 是 骆 相 同 昵 ? 这些 深 
层次 问题 不 摘 清 态 , 即 使 会 用 高 斯 消 元 法 求 出 了 线性 方 穆 组 的 解 ， 
也 不 能 说 对 线性 方程 组 的 解 的 问题 有 了 透彻 的 认识 ， 

那么 .应 该 从 什么 地 方 , 通 过 什么 途径 来 摘 清 楚 上 面 提 的 那些 
阿 题 昵 ? 

我 们 用 高 斯 消 元 法 求解 线性 方程 组 4x 一 b 的 消 元 过 程 ,实际 
上 是 对 其 增产 箱 阵 《4.5) 的 行 向 量 做 线性 运算 (向 量 的 加 法 与 数 
乘 向 量 ) ,通过 这 样 的 运算 (也 就 是 矩阵 的 初等 行 变换 ) 把 增 广 矩 阵 
(A 所 化 为 阶梯 形 夭 阵 LC.d) 时 会 有 几 个 非 零 行 ,也 就 是 会 出 现 凡 
个 全 零 行 :这 取决 于 增 广 短 陈 (4,5) 的 行 向 量 之 间 在 线性 运算 下 
有 怎样 的 关系 . 例如 :系数 矩阵 4 为 5X5 矩阵 时 ,(A,b) 的 行 向 车 
有 5 个 , 记 作 oem: 下: 如果 oo 能 用 wm .8,0 线性 表 
示 , 而 ci ,as .Cs 之 间 任 一 个 都 不 能 用 另外 两 个 线性 表示 ,那么 对 
(4 ,下 做 初等 行 变换 (也 就 是 对 of ,ai ai 作 线性 运算 时 )， 
就 一 定 可 以 将 w ,上 所 在 的 行 化 为 全 零 行 .于 是 (4 化 为 阶梯 
形 失 阵 CC,d) 时 就 必 有 3 个 非 零 行 - 这 里 所 涉及 的 就 是 一 组 向 量 
之 同 在 线性 运算 下 有 怎样 的 关系 ,这 就 是 “向 量 的 线性 相关 性 "的 
问题 . 因此 ,必须 从 “向 量 的 线性 相关 性 ”入手 , 才 能 搞 清 楚 前 曾 所 
提 的 求解 线性 方程 组 的 深层 次 问题 . 
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1 向 量 的 线性 表示 


任何 一 个 维 向 量 & 二 (as,*… .a,) 都 可 以 由 nn 个 维 单位 
向 量 s 一 (1;0，…9), 急 一 (0.1 ,00,0) ,8 一 (0.0,…,1) 做 线 
性 运算 ( 即 数量 乘法 和 加 法 ) 来 表示 , 即 

=(a a a ) 
=Ca0.0,0) 4 (0a000) 二 十 (00.4,) 
一 ai8 十 和 十 … 十 ao8 

一 般 地 ,如 果 向 量 能 用 向 量 ci ,ws ,…'.a- 做 线性 运算 来 表 
示 , 即 一 re 十 regs 十 十 ze (其 中 zz 为数 ) .就 称 
多 可 由 0，… ,0 线性 表示 (或 称 线性 组 合 )， 

例 1 设 w 一 (4,3,3.1),@ 一 (1.2.3,4) .os 一 (0.1.2.3)， 
一 (0,0,1,2) ,一 (0,0,0,1). 试问 : (1)e 能 否 由 Gas as es 
线性 表示 ?”(2)&, 能 从 由 如 ,% ,os 线性 表示 ? 如 能 表示 , 写 出 线 
性 表示 式 子 . 

解 (1) g 能 由 0.,0,,@.a, 线性 表示 ,就 是 说 存在 数 x， 


zayfsrxiy 使 


Eh 一 区 (1) 
即 
《zly2ziv3zi dr 十 (0rsv2rs 3zs) 十 
{0.05.73 1,273) + (0.0.0.71) 
一 人 ri.2rl ray3r: 十 2ra 十 zav4r 十 372 寺 2zrz 十 了 


一 《4,3,2,1). (2) 
由 (2) 式 得 到 zz; +X 的 一 个 线性 方程 组 
tr 一 4， 
|2z, + x =3. 
3r1 +2r 7 一 3。 


14zr 十 3437 十 27s 十 4 一 1. (3) 


3.2 站 维 向 量 及 其 线性 相关 性 105 


这 个 方程 组 容易 求解 ,将 :: =4 代入 第 2 个 方程 .得 rs 一 -5; 再 
:二 一 5 代入 第 3 个 方程 ,得 .x 二 1; 景 后 将 求 得 的 x . 
rts 代入 第 4 个 方程 ,得 7 二 一 2. 所 以 可 由 ,6,0 线 
性 表示 ,其 表示 式 为 
f=48, 58+e,—20,. 
这 里 要 注意 两 点 ; 中 (1) 式 是 一 个 向 量 方程 , 它 通过 (2) 式 .等 
价 于 (3) 式 表示 的 四 元 线性 方程 组 4x 一 所 ,这 个 方程 组 的 增 广 矩阵 


100 0.4 
2 10 0:3 
(CA.b)= 一 (Cg a t :CD) 
3 2 1 0:3 
4 3 2 1°1 


中 的 5 个 列 向 量 就 是 题 日 所 给 的 5 个 向 量 写 为 列 向 量 的 形式 . 因 
此 , 解 顾 时 ,可 直接 将 向 量 方程 (1? 等 价 于 线性 方程 组 (3)， ` 般 要 
用 高 斯 消 元 法 求解 这 个 方程 组 . 

加 方程 组 (3) 有 惟一 解 ,是 因为 w ,0,0;,& 是 线性 无 关 的 、 
而 0.0 ,es ,es ,w: 是 线性 相关 的 (学 了 线性 相关 性 就 会 明白 这 … 
点 的 ). 


(2) 如 果 a 能 由 m ,as ,as 线性 表示 . 则 存在 ri .2: ,7, ,使 


TO 十 Tags x GO. (4) 
(4) 式 等 价 本 下面 的 方程 组 
A 一 0， 
2 十. 一 0、 
3T1 二 T2521 7 一 0 
L4z 十 3r: 十 273 一 1. C5) 


方程 组 (5) 显然 是 无 解 的 ,因为 由 前 3 个 方程 得 1 二 +: 一 cs“0， 
而 这 不 满足 第 4 个 方程 . 所 以 a 不 能 由 @ ,as .om 线性 表示 (这 也 
是 因为 .9,6;.0, 是 线性 无 关 的 .以 后 会 明白 这 4 个 向 量 中 的 
任 一 个 向 量 均 不 能 由 其 余 3 个 向 量 线性 表示 )- 
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2 向 量 的 线性 相关 性 


向 其 的 “线性 相关 性 "的 概念 ( 即 “ 线 性 相关 ”和 “线性 无 关 ”) 是 
线性 代数 中 最 重要 的 基本 概念 . 

向 量 的 “线性 相关 性 "是 描述 向 量 @ ,es ,，……Go(mm 之 1) 在 " 线 
性 运算 "下 有 怎样 的 "关系 "的 一 种 概念 . 例如 ,在 二 维 几何 向 基 空 
闻 中 ,任何 两 个 共 线 (或 平行 ) 的 非 零 向 量 01 .8;. 部 叮 以 互相 线性 
表示 .有 即 @ 一 hg: 或 ;一 i ;任何 3 个 乃 例 更 多 个 共 击 的 向 量 
人 00. (323) ,至 少 存在 一 个 向 殿 可 出 其 余 向 量 线性 表 水 
( 详 见 主教 材 pl112 一 113). 这 表明 这 上 阿 种 情况 下 的 向 量 之 间 在 " 线 
性 运算 "下 是 "有 着 某 种 关系 "的 ,我 们 称 它们 是 线性 相关 的 , 一般 
来 说 : 

“如 果 ma ,es ，,… ,0 中 有 一 个 向 量 能 出 其 余 向 量 线性 表示 ,就 
称 .0:,… ,as 是 线性 相关 的 . "但 是 我 们 并 没有 把 这 个 命题 作为 
“向 量 钱 性 相关 ”的 定义 , 轩 为 一 般 情况 下 用 这 个 定义 判断 给 定 的 
is ,os .… ,em 是 否 线性 相关 是 不 很 方便 的 . 因此 ,我 们 把 这 个 命题 
的 等 价 命 题 : 

“如果 存在 不 全 为 零 的 数 冯 kot 使 和 人 | 起 世 十 十 
kt 二 0( 零 向 景 ) ,就 称 0 ,0 ，…, Cn 是 线性 相关 的 ”, 作 为 m， 
wa 线性 相关 的 定义 . 后 面 的 例题 将 表明 ,用 这 个 定义 判别 
- -组 向 其 是 否 线性 相关 是 很 方便 的 . 它 把 这 个 问题 转化 为 章 次 线 
性 方程 组 是 否 有 非 零 解 的 癌 题 . 

这 里 讲 的 两 个 命题 等 价 指 的 是 它们 可 以 互相 推出 米 ( 清 详 见 
主教 材 中 定理 3. 1(p113) 的 证 明 ), 于 是 我 们 把 前 一 个 命题 作为 
o yas ，… .0 线性 相关 的 充分 必要 条 件 . 

“如 果 @ ,ge 中 任何 一 个 向 量 都 不 能 由 其 余 向 基线 性 
表示 ( 即 它们 在 线性 运算 下 无 任何 关系 ), 就 称 @ ,wz ,… ,4s 是 线 
性 无 关 的 . "这 等 价 于 : 
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“如 果 外 十 有 GE 二 十 RE 一 0( 零 疝 量 ). 则 天 天 
必须 全 为 零 . 就 称 w ,ma 线性 开关”"( 这 里 .如 果 六 天 0 那么 
& 就 可 由 其 余 向 量 线 性 表示 ). 我 们 把 后 者 作为 go ,as 线 
性 无 关 的 定义 ,把 前 者 作为 .0%;、… ,0 线性 无 关 的 对 要 条 件 . 

《1) 如 何 判断 向 其 的 线性 相关 性 

判断 向 量 的 线性 相关 性 的 问题 ,一般 有 两 种 类 型 ;一旦 给 定 
组 具体 的 维 向 时 i，… 0 如 内 容 提 要 (2) 忆 中 所 述 , 判 断 
其 线性 相关 性 的 问题 就 转化 为 齐 次 线性 方程 组 

Ax=0 


(其 中 系数 和 矩阵 4 是 以 Qi.G: ,… .6 为 列 向 量 的 xnXm 第 阵 ) 有 无 
非 零 解 的 问题 ; 另 一 类 是 已 知 -组 抽象 的 向 量 ol .as ,ov 的 线 
性 相关 性 .讨论 由 它们 做 线性 运算 得 到 的 另 … 组 向 量 的 线性 相关 
性 . 出 如 ,讨论 名 十 3G 十 ,56.1 十 a0 十 0 的 线性 相 
关 性 ， 

下 面 通过 例题 来 讨论 这 两 类 线性 相关 性 的 问题 . 

例 2 设 w (1.2.3,4).0- 一 (0,1.2,3).os 一 (0,0.1:2)， 
ai 一 (1.3.6,9), 试 判别 : 

CD yo ,0 ,ai 的 线性 相关 性 ; 

(ii 这 # 个 向 量 中 任何 3 个 向 量 的 线性 相关 性 . 

解 《iD 此 题 容 易 观 察 到 

C 一 C 十 Gy 十 gs- 
根据 一 组 疝 量 线 件 相关 的 充 要 条 件 ( 有 - -个 向 量 可 出 其 余 向 量 线 
性 表示 ) . 即 得 ,0.0,.@, 是 线性 相关 的 . - 般 是 不 容易 观察 到 
一 组 向 量 下 耕 有 线性 关系 的 .一般 的 判别 法 为 : 设 
GE 十 za 6 十 -0 十 Ci 一笑 、 (1) 


于 是 由 (1) 式 即 得 齐 次 线性 方程 组 
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[1001 
ax 一 1 9 3 - 《2) 
lI3 2 16 
4 3 29 网 i01 
有 高 斯 消 元 法 解 上 而 的 齐 次 线性 方程 组 
0 1 1] 001 
0 1 0 101 
1 0n11 
2 5 lo ao 2 2 
0 0 1 
1 0 | 
0 1 1 《3) 
0 0 06| 


Ux 一 0 与 4x 一 0 是 同 解 方程 组 . 解 Ux 二 0 时 , 取 .x 一 &(k 为 任意 
常数 ), 即 得 
Eo 
于 是 方 答 组 (2) 有 非 零 解 .从 而 有 不 全 为 零 的 x.r; .Xx, ,x .使 (1) 
式 成 立 . 故 & ,0&. ,tt; ,2 是 线性 相关 的 . 
(Ci on ,as va yw 中 任意 3 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 , 因为 考察 
ao .03 的 线性 相关 性 时 , 设 
LE 十 -za ts -7s 0s 一 0， (4) 
于 是 得 到 xi 一 0 5) 
其 中 4 是 (2) 式 中 入 的 前 3 列 , 训 二 (x ,zwta)T. 由 于 上 面 (3) 式 
中 对 4 做 行 变换 时 , 列 之 间 互 不 十 拢 ,所 以 
[1 0 0 


一 (0 02 03 ) 一 


0 0 
0 0 
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而 齐 次 线性 方程 组 Uixi 二 0 只 有 和 零 解 ,从 市 4 一 0 也 只 有 等 解 . 
此 .要 使 (4) 式 成 立 , 必 须 r. ,zx 全 为 零 . 故 @ .es .os 是 线性 
无 关 的 . 

同 理 .w ,w: ,al 也 是 线性 万 关 的 ,因为 


101 
lo11 

和 = 0 ) 一 > —U:, 
o 01 


0 0 0 


成 立 . 必 须 .0 .i oti 全 为 零 . 放 区 ,el 线性 无 头 . 
读者 不 难 证 明 w ,Cat 以 及 & os al 也 都 是 线性 无 关 的 . 
例 3 让 明 : 任何 产 个 ? 维 向 量 包 王 (eva edn)(j=1， 
2 7) 当 太 2 时 ,aacs ,as 必定 线性 相关 . 
证 设 十 十- 十 7 一 全 C1) 


这 等 价 于 
oa 0 
a as | 0 | 


Gow Cs 


la 
当 mn 时 , 隶 名 这 个 刘 区 方 帮 组 (27 办 至 少 有 mm 一 个 自由 林 知 
二 ,从 而 必 有 非 零 解 , 即 存在 不 全 为 零 的 zx, ,x ,wr 使 (1) 式 成 
立 , 故 ,0 ,am 线性 相关 . 

对 于 4 阶 和 矩阵 入 二 (2,)ax4' 如 果 起 的 行列 式 | 和 4| 隆 0, 妈 和 妃 可 
道 , 则 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 只 有 有 零 解 ,从 和 而 全 的 ” 个 列 间 量 线 
性 无 关 . 此 时 147| 一 14| 考 0,ATx 一 0 也 只 有 零 解 , 故 4 的 ”个 行 
向 量 也 线性 无 关 . 所 以 在 全 体 nn 维 实 向 量 构成 的 集合 "( 称 为 
维 实 向 量 空间 ) 中 .有 各 种 各 样 的 个 线性 无 关 的 向 量 ( 以 后 称 为 
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训 的 蚌 ). 其 中 最 基本 的 是 个 单位 向 量 #, 二 (0.….1.….0)( 第 i 
个 分 量 为 1. 其 余 分 其 岁 为 零 ,i 二 1.2… sn) 而 R* 中 任何 4 十 1 个 
向 量 都 是 线性 相关 的 .所 以 由 定理 3.3( 教 材 p116) 妈 得. 节 中 任 
个 向 量 都 可 由 中 任何 ”个 线性 无 关 的 向 量 线性 表示 ,日 表 涉 法 
惟一 ,这些 是 nn 维 向 量 空间 文中 最 基本 的 结论 . 

例 4 设 g 一 (1.2.3)T.02s 一 (人 1:0, 一 1)1 0m (2,.1.4)'. 
一 (3,5,8) 和 试 判别 go .oo 以 及 ,a ,0, 的 线性 相关 
性 .并 问 w. 可 否 由 & .ws .om 线性 表示 ? 如 可 表示 , 写 出 它 的 表 
示 式 . 

解 wo: ,os .ai 是 4 个 三 维 向 量 ,; 所 以 它们 必 是 线性 相关 
的 , 判别 g. ,ea: ,es 的 线性 相关 性 时 , 设 


Ti rT rs 一 0 (1) 
即 得 
a 1 1 2 | P 
Ax— ‘mma) lx:|—|2 0 | zi |=10 C2) 
| 3 -1 1 io 
用 高 斯 消 瑟 法 解 齐 次 线性 方程 组 (2) ,得 
1 一 ! ? 
| 
0 0 1 
Ux 二 0 只 有 零 解 .因此 ,要 使 (1) 式 成 立 , 必 须 x 一 二 7X, 一 0, 所 


以 mg&: 线性 无 关 ， 

判别 a ,es ,a 的 线性 相关 性 更 简便 的 方法 是 :由 于 141! 一 2 夭 
0,4 可 道 ,Ax 一 入 只 有 截 解 .所 以 m ,os os 线性 无 关 。 

但 要 注意 ,用 14| 来 判断 we ,es ,es 的 线性 相关 性 时 ,4 必须 是 
方 阵 . 如 果 ol ,ws ,et 3 个 四 维 向 量 , 对 应 的 第 阵 4 是 4X3 短 
阵 , 它 无 行列 式 可 言 .这 时 必须 由 Ax 一 是否 有 非 零 解 来 判别 1、 
,ts 的 线性 相关 性 . 
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因为 在 R’ 中 任何 向 基 均 可 由 3 个 线性 无 闫 的 向 量 线性 表 术 ， 
所 以 @ 可 由 @ ,tw ws 线性 表示 . 因此 存在 mn wt, ,x 使 


TI 十 as 十 TsGs 一 兢 (3) 
这 个 向 量 方程 对 应 于 (或 说 等 价 于 ) 非 齐 次 线性 方程 组 

(on os 0 )》 Jr | 一 or 

四 

记 作 Ax 一 , 即 

| -1 21 全 | 

(2 0 1ijrl= |5|. (1) 

[3 1 二 中 8 


阵 . 即 


一 1 2 | | 1 2 3 
-| 初等 四 
《和 ,on 0 1 5 Fa 2 3 1 
1 +4.8j 0 0 1 0 
[1 0 0: 5 
一 -0 1 0:;—1/2I=(C,0) (5》 
le 0 1 0 J 
Ax 一 gr 与 Cx 一 d 是 同 解 方程 组 .由 后 者 即 得 
< 于 :二 一 证 ri=0. 
所 以 ai 可 由 wu yo ,os 线 件 表 示 , 其 表示 式 为 
5 1 
= Sa, 一 让 十 00 一 也 一 了 


此 结果 表明 ,a 与 wm ,as 是 共 面 的 ,它们 线性 相关 . 
从 (5) 式 也 可 见 @ 是 不 能 由 gm ,oa ,w 线性 表 东 的. 因为 , 设 
区 十 Tits 十 T6091 一 V3 。《 记 作 Bx 二 as)， (6) 


即 
1 一 1 3 2 1 0 5/210 
初等 
有 .os ) 一 5 2 
(Bm) 2 0 lar 1 12:0 
3 1 84 0 Oi1 


所 以 Bx 一 无 解 ,也 就 是 说 不 存在 mi riyai* 使 6? 式 成 立 , 这 表 
明 m 不 在 g ,te ,a, 所 确定 的 平面 上 . 
例 5 设 有 两 个 向 量 组 0,B,7 与 5.B.7, 共 中 
= Ca as yes sar) .有 一 (5 ,6 ,bs ba) Y= cc se) 
在 ,pb.Y 中 依次 添加 第 5 个 分 量 cs ,pcs 就 是 8,B.Y. 坛 讨 
论 这 两 个 向 景 组 的 线性 相关 性 有 何 关系 . 
解 设 .2 十 zz: 有 | rs7 一 0， (1》 
Aat 7: 下 rsY 一 0. (2) 
它们 对 应 于 齐 次 线性 方程 组 为 
4r=0 与 Bx=0, 
其 中 ， X= Tr, 


‘a ha 


A=(a 月 7)=| 


B=(@ BF Y= la bs el. 
a be 
a bs 
(iD 当 Ax 一 0 内 有 零 解 时 . 则 Bx 二 0 中 的 前 4 个 方程 只 有 有 零 
解 , 从 而 Bx 一 0 也 只 能 和 有 零 解 , 这 表明 : 当 wy 线性 无 关 时 . 它 
们 添加 分 量 后 得 到 的 区 ,再 了 也 必然 线性 无 关 . 但 是 ,如 果 .有 ,7 线 
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性 相关 . 即 4x=0 有 非 零 解 时 , 调 Bx=0 则 有 可 能 只 有 零 解 ( 读 才 
不 难 举 出 这 样 的 例子 ) .从 而 如, 及 ,了 线性 无 关 . 

(ii) 当 Bx 二 0 有 非 零 解 时 .显然 4x 一 0 也 有 非 零 解 (因为 它 
的 4 个 方程 就 是 Bx 一 0 中 的 前 4 个 方程 ). 这 表明 ; 当 5. 了 7 线性 
相关 时 ,它们 大 掉 第 5 个 分 量 后 得 到 的 &, 了 .Y 也 仍然 线 件 相关 . 不 
过 仍 要 注意 ,如 果 有 ,了 .Y 线性 无 关 . 它 们 去 掉 第 5 个 分 量 后 得 到 的 
G,P.Y 有 可 能 是 线性 相关 的 .这 与 人 D 中 后 面 的 情况 是 样 的 ， 

例 6 试 讨 论 - .个 向 量 组 we, ,0;.… .0 的 整体 的 线性 相关 性 
与 其 子 集 ( 即 其 中 一 部 分 向 量 ) 的 线性 相关 性 的 关系 . 

解 (DD “如果 wo oo 中 有 一 部 分 向 基 ( 不 妨 设 2、 
人 sg 二 放 线性 相关 . 则 加 .goy 的 整体 也 线性 相关 .“ 
因为 当 @ ,es:. .ae 线 件 相 关 时 .就 存在 不 全 为 零 的 数 5 
人 


十 7 十 十 一 0 
从 而 存在 不 全 为 零 的 数 二 .za ,0C 共 有 轧 一 加 个 
零 ), 使 


0 

所 以 m ,ws ，… ,0 的 整体 也 线性 相关 ， 

但 是 这 个 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 不 能 涪 :“ 如 凡 @ ee、 
a 整体 线性 相关 . 则 其 中 必 有 - -部 分 向 量 也 线性 相关 ” 恕 前面 例 
2, 例 二 中 的 .es .es .ai 线性 相关 . 供 其 中 任何 3 个 向 基 帮 线性 
无 关 , 从 而 任何 两 个 或 ~. 个 向 量 也 者 线 性 无 关 , 更 直 观 的 例子 为 ， 

在 Rs 中 3 个 具 面 的 几 俩 向 基 wei .oa ,gs 是 线性 相关 的 .如果 
这 3 个 非 零 儿 何 向 生 两 两 不 共 线 ( 见 图 3-1), 则 其 中 任何 两 个 向 
量 都 是 线性 无 关 的 . 

(iD “如果 @ ,082，… .0 整体 是 线性 无 关 的 , 则 其 中 任何 - 部 
分 向 量 也 都 是 线性 无 关 的 ” 因为 如 果 @1 ,0 ，… ,2。 中 有 一 部 分 向 
量 线性 相关 , 则 其 整体 也 线性 相关 ,这 与 命 顾 的 假设 予 盾 , 实际 上 ， 
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图 3-1 
(i 的 命题 是 (让 的 命题 的 道 否 命题 ,它们 是 等 价 命题 - 

这 里 同样 要 注意 , (i 的 命题 的 逆 命 题 也 是 不 成 立 的 . 也 就 是 
不 能 说 :ww ,as 中 任何 一 部 分 向 量 部 线性 盛 关 . 则 @， 
如 as 的 整体 也 线性 无 关 ”, 其 反例 与 GD 中 反例 一 样 . 

例 7 设 ,t,o 线性 无 关 , 及 一 o -一 @ 二 20 .BB 二 28, 十 
二 4 十 wg 一 26 . 试 判 别 员 ,应 ,及 的 线性 相关 性 . 

解 设 Bi r+ zh =0., (1) 
即 

Tm 0 2G) Tr 20 TE) rd 十 Ga 一 203 ) 一 小 
按 r,t .as 合并 同类 项 .得 

Cr 2rst Hr) | (一 .十 zs)G. 十 (27 十 za 一 2 一 0. 
《2》 


利用 已 知 条 件 双 ,os ,0 线性 无 关 , 由 (2) 式 得 
T1274rs =0, 
区 十 z 一 0。 (3) 
2x 十 zs 一 27s 一 0. 
由 齐 次 线性 方程 组 (3) 的 系数 行列 式 
1 2 4 
一 1 0 1|= 一 5 关 0 (4 可 道 )， 
2 1 —2 
得 方程 组 (3):,4x=0 只 有 零 解 , 妈 x 一 A 0 =0. 因此 ,要 使 (1) 式 


14|= 
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成 立 .必须 x 二 x 一 7 一 0, 所 以 名 . 忆 . 避 线性 无 关 . 

这 里 对 此 题 肯 给 出 两 种 情况 ; 

(9 如 果 me,as 与 用 ,及 .及 如 题 所 访 , 又 有 所 二 &. 十 
名 一 0 , 即 4 个 向 量 妃 . 避 , 记 ,了 可 由 3 个 向 量 .0 os 线性 表 
示 , 则 根据 定理 3.4. 天 .把 . 妈 , 线性 相关 . 此 时 .也 可 如 题 的 证 
法 , 设 

mB +rBtrh tp, =0. 4) 
得 到 

| x 1 227 Td 二 r=. 

一 < 十 十 ri 一 D、 (5) 

| 27. Tx: —27, rd 
此 时 齐 次 线性 方程 组 (5) 有 非 零 解 (求解 时 有 一 个 自由 未 知 其 x 
9 取 任 意 常数 }. 因此 .有 不 全 为 零 的 训 、7:,x,…x 使 (4) 式 成 立 ， 
所 以 及 , 且 .及 . 品 线性 相关 . 

0D 如 果 员 ,中 , 咏 如 题 所 设 ,而 ou .ca:, 线性 相关 . 此 时 讨 
论 虽 :及 ,有 的 线性 相关 性 ,不 能 用 前 面 的 方法 .因为 当 wa: .0 
线性 相关 时 . 击 (2) 式 不 能 得 惠 方 穆 组 (3). 坝 在 ,应 该 由 .& 、. 
线性 相关 可 知 , 其 中 至 少 有 一 个 向 量 吕 由 其 余 向 量 线 性 表示 、 
相 妨 设 

人 一 以 0 tb oa,. 
将 此 式 代入 虽 .及 ,及 的 表示 式 中 , 即 得 记 . 妈 ,BB 可 由 ,0: 线性 
表示 .再 根据 定理 3,4, 可 知 及 ,及 ,及 线性 相关 ， 

例 8 设 m .cx, 线性 无 关 , 证 明 @ .os ,as 线性 无 关 的 充 要 条 
件 是 & 不 能 出 ci ,ws 线性 表示 . 

证 “这 个 命题 对 :中 的 几何 向 量 在 直观 上 是 很 明显 的 .m ,t& 线 
性 无 关 , 即 @ , 吧 不 共 线 ,而 @ ,tw .6% 线性 无 关 , 则 当 且 仪 当 3 个 向 量 

下 共 面 . 即 当 十 仅 当 tw 不 能 由 -% 线性 表示 (如 图 3 2)， 

下 面 给 出 一 般 的 证 明 : 
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图 32 
必要 性 : 用 反 证 法 .如 果 zs 可 由 mi 人 线性 友 示 * 则 was， 
oa 线性 相关 ,与 题 设 矛盾 ， 
充分 人 性: 没 


0 二 十 7 一 0 (1) 
由 已 知 @ 不 能 由 Wt 线 牲 表示 ,所 以 (1) 式 中 的 3 二 0( 否则 &。 
能 由 wm .as: 线性 表示 } .于 是 
A 一 和. 
髓 由 .6 线性 无 关 . 必 又 有 一 x 一 0. 因此 , 当 o 不 能 由 8: ， 
oo 线性 表示 时 , 仅 当 zi 一 zx; 二 x 二 0 时 ,才能 使 (1) 式 成 立 .所 以 
.02 ,os 线性 无 关 . 
例 9( 补 充 题 62) 若 向 量 @ 可 由 向 景 组 0 ,o ，… ,0, 线性 表 
示 , 则 表示 法 惟一 的 充 要 条 件 是 @ ,os ，…,@, 线性 无 关 . 
证 充分 性 : 当 w,m,…'w 线 件 无 关 , 而 又 可 由 
gs ,… ,0 线性 表示 时 ,其 表示 法 惟一 的 证 明 , 见 教材 中 定理 3. 3 
(p116). 
必要 性 ; 用 反 证 法 .已 知 
t= 0 十 了 ss 十 …… 十 并 人 (1) 
假设 wl ,os ,…，,a&, 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 0 的 数 名， 上， 
使 得 
i 十 RoEz 十 … 十 有 一 个- (2) 
于 是 
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8 一 一 0 = CrtR YG rk Gr, Re (3) 
从 而 ga 有 两 种 不 同 的 表示 法 借 ) 式 和 (3) 式 ,与 表示 法 惟一 相 了 忒 
慎 . 所 以 的 夷 示 法 惟一 时 ,名 ,必须 线性 无 关 . 

注意 证 明 必要 性 时 .用 反 证 法 设 @ ,0 .….&, 线性 相关 时 .如 
果 用 其 中 有 一 个 向 址 可 由 其 余 向 基线 性 表示 的 说 法 :不 容易 说 清 
楚 & 有 两 种 不 同 的 表示 法 . 因为 (1) 式 中 的 …z, 可 能 有 0, 和 如 
果 x, 二 0, 而 @,(j 基 让 叉 都 不 能 用 其 余 向 量 线 性 表示 时 .就 无 法 说 

例 9 对 :中 的 几何 向 量 在 直观 上 也 是 很 清楚 的 . 设 oo 
wa, 是 4 个 共 面 的 非 零 向 量 . 而 且 两 两 不 共 线 .它们 中 任意 3 个 
都 线性 相关 .此 时 a 可 由 oa .92,@ 线性 表示 .其 表示 法 趟 然 不 是 
惟 -的 ,例如 多 可 由 ma ,es 线性 表示 ,也 可 由 Qi ,0 线性 表示 (网 
图 3.3), 也 可 由 ws ,as 线 件 表示 . 


例 10 设 ,ti0ER ,证明 :* 中 任 一 向 量 记 可 由 ， 
Qu ,se 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 wj .oa ……o 线性 无 关 . 

证 “充分 性 : 若 wm ,ae, 线性 无 关 , 由 于 避 中 任何 ”十 1 
个 向 者 了 .tm ,as ,…，as 线性 相关 ,根据 定理 3. 3( 教 材 P1167 ,中 
任 一 向 量 攻 可由 oa ,ore 线性 表示 

必要 性 : 用 反 证 法 .车 ,0 ，…,@, 线性 相关 ,不妨 设 w, 可 由 
oo 6 :线性 表示 , 且 mm ,ww-, 线 性 无 关 . 于 是 存在 
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1 线性 无 关 , 从 而 习 不 能 由 0，…、 
1*e 线性 表示 . 与 题 设 于 
,线性 表示 ,必须 要 a， 


WER 
-线性 表示 .也 就 不 能 出 em .os ， 
盾 * 所 以 二 中 任 一 商量 可 由 4 op ， 
22 线性 无 关 ， 

注意 ”这 里 齐 . 存 在 9E sr， 
闭 么 ,如 果 给 定 了 一 1 个 及 
as 一 12, 一 1). 如 何 
方法 . 

(中 设 4 是 由 后 .@ ….&,-, 按 列 排 成 的 nx 一 矩阵 ,后 
而 学 了 扼 阵 的 秩 就 知道 . 秩 (41) 一 nn 一 1. 从 而 中 必 存 在 n -1 
阶 非 零 子 式 . 如 果 4: 中 去 掉 第 ; 行 的 一] 阶 子 式 不 等 于 零 ,那么 
肥 习 一 C0. 0.1.0,…,0)1( 其 中 1 是 第 i 个 分 量 ). 就 有 


重 ,G0 ,和 9 线性 无 关 ， 
性 无 关 的 向 量 四 ,一 (ae 
求 这 样 的 妊 呢 ? 下 面 介绍 两 种 


141=1c a e119| 
a G12 兵制 Glenl 0 
= a a CH 1 
la a ER o| 
a Ql 
a a 
(C1 
ll a 
人 已 0 nr | 


于是 4 可 道 .4 的 n 个 麟 向 基线 性 无 关 . 

(ii) 学 了 第 4 章 4.2 节 的 R* 中 向 量 的 内 积 ,就 知道 如 果 相 与 
线性 无 关 的 向 量 @; ,于 ,pa 都 正 交 ( 即 (a ,从 一 0 一 1 
2 一 1: 则 gi ,Go va 1 就 线性 无 关 , 设 9 Cr 
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于 是 
《on 1) 一 GaN3z1 十 aalrs 十 十 am 一 0， 
(ez ,各 一 da 十 aaotzz 十 当 十 0， 


《Gy 镍 一 GT 十 ar 十 十 an Ta 

这 是 由 一 1! 个 方程 构成 的 nn 元 齐 次 线性 方程 组 ,从 而 必 有 非 零 
解 . 任 取 一 组 非 零 解 作 三 Cri) 关 0;, 则 
119 就 线性 无 关 . 

(2) 澄清 一 些 模糊 的 观念 

由 于 初学 者 没有 准确 地 理解 向 量 的 线性 相关 性 的 概念 ,常常 
容易 想当然 地 形成 一 些 似是而非 的 模糊 认识 . 例如 : 

田 “* 苦 一 组 向 基 @ ,es ,ge 线性 相关 , 则 存在 全 不 为 零 的 
数 王 ,二 Rs 使 得 向 二 天 近 十 … 十 Engu 一 07. 这 里 的 错误 在 
“全 不 为 零 ”. 正 确 的 应 该 是 * 不 全 为 零 "例如 ,3 个 共 面 的 几何 向 


其 ci ,os ,es 是 线性 相关 的 . 当 a@ 共 线 且 1@ | 一 记 1m | 时 (如 


图 3-4) ,只 存在 3.2,0. 使 
30, + 206; 十 06: 一 个. 


了 0 全 
图 3-4 
这 里 要 注意 的 是 :“ 不 全 为 零 "包含 “全 不 为 零 ”, 而 “全 不 为 等 ” 


不 包含 "不 全 为 零 ”. 
加 "向量 组 w ,ws ，…，,aw 线性 相关 的 充 要 条 件 是 ,其 中 任 一 
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个 向 量 都 可 由 其 余 向 基线 性 表示 ”. 这 里 充分 性 是 威 立 的 .出 * 任 - 
个 向 量 都 可 由 其 余 向 量 线性 表示 时 . 则 mi .oa。 是 线性 相关 
的 "是 正确 的 , 估 必 要 性 是 不 成 立 的 ,这 里 错 在 “ 任 - :个 ,正确 的 应 
该 是 * 有 一 个 "或 说 "全 少 有 - -个 ” 例如 图 3-4 中 的 &; 不 能 由 ai ， 
o 线性 表示 . 这 是 的 错误 与 中 中 的 错误 是 -` 脉 相 承 的 .如果 那里 
的 如 ws。 全 不 为 零 , 自 然 就 推出 “ 任 一 全 ”向量 都 可 由 其 余 
向 量 线性 者 示 . 

入“ 如果, 二，… 全 为 零 时 天 人 十 ku 二 上 一 0 
则 称 和 : .Gas 线性 无 关 ”, 这 个 说 法 显然 是 错误 移 , 因 为 有 ,一 
一 一 上 ,一 0 时 ,不 论 0;, ,ar 必 线 性 无 关 还 是 线性 相关 - 
和 十 十 六 圭一 和 总 是 成 立 的 . 旭 于 线性 无 闫 的 问 量 正 
确 的 说 法 应 该 是， 

“ 仅 当 大 ， 
0 成立, 则 称 甸 
As 一 0, 则 大. ， 

名 “向 量 组 es ,0.，… .0 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 .其 中 任意 
两 个 向 量 部 线性 无 关 ( 或 说 两 两 线性 无 其). 这 里 必要 性 是 成 六 
的 .因为 -组 向 基 整 体 线性 大 关 , 则 其 中 任 一 部 分 向 量 都 是 线性 无 
关 的 , 世 充分 性 是 不 成 立 的 .例如 图 3-3 中 共 面 的 4 个 卡 零 向 量 
ao .0 .2 ,它们 两 两 不 共 线 , 即 两 两 线性 无 关 , 但 整个 向 量 组 是 
线性 相关 的 ， 

对 于 线 手 无 关 的 向 量 来 说 .用 其 中 任何 部 分 向 量 的 线性 无 关 
性 ,都 不 能 推出 整体 的 线性 无 关 性 . 因为 对 于 & .oz 即使 
其 中 任意 一 1 个 向 量 都 线性 无 关 , 也 不 能 推出 @ 0，… ,cv 线 
性 无 关 . 如 前 面 例 2, 例 4 中 的 4 个 向 量 线性 相关 ,而 其 中 任 条 3 
个 向 量 剖 线性 无 关 ， 

需要 指出 的 是 ,在 欧 氏 空间 中 ;一 组 非 零 向 最 & ,or mao， 


Rs 全 为 零 时 ,才能 使 起 全 十 和 和 
无 关 ” 或 者 说 :“ 若 与 本 十 大 
,Rs 必须 全 为 零 . 就 你 ma 


十 各 全 二 


,线性 
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和 如果 它们 两 两 正 交 ( 即 垂直 ) , 则 el ,es,，……,aw 线性 无 关 ”. 这 是 下 
确 的 ( 见 教材 p168 中 定理 4. 5). 

名 “车 m ,om 线性 相关 ,局 , 勾 线性 相关 , 则 十 有 ,Gs 二 多 也 
线性 相关 ”. 这 是 不 正确 的 . 例如 .在 儿 何 向 量 中 &; 与 ws 共 线 ,用 
与 及 共 线 ,并 不 意味 着 w. 十 及 与 马 十 及 也 一定 共 线 . 如 ， 

ai 一 《10)， 妈 一 (一 1,0)， B=(0,1), P=(2.2). 

而 om 十 员 一 (2,1) .6s 十 有 二 (1,2) 不 共 线 (或 说 不 成 比例 ), 从 而 是 
线性 无 关 的 、 

后 “ 苦 go ,tw ,0 ,GQ; 线性 无 关 , 则 交 一 0 十 一 
i 十 G&G, 一 也 线性 无 关 ”. 这 也 是 不 正确 的 ,因为 ,由 

(ea 一 十 (oa 十 Q3 一 (os 一 0 一 (0 十 Or 上 Co 一 xD) 一 0 
可 知 we 一 并 .os 十 后 2 一 2 ;0 十 Wi; 一 是 线性 相关 的 - 

人 “ 苦 C aas， ,线性 相关 , 则 @ 二 as ,gs 十 Gas 十 
at 十 o 这 4 个 向 量 不 一 定 线性 相关 ”. 这 里 不 是 “不 一 定 ”, 而 
是 “一定” 线性 相关 . 因为 ; 

2 ,02,… 0, 线性 相关 的 充 要 条 件 是 .其 中 有 一 个 向 量 可 由 
其 余 向 量 线性 表示 ,不 妨 设 am. 一 ws 十 az 人 十 十 ay 16,1. 十 是 
这 个 向 量 部 可 以 由 一 1 
个 向 量 wm .o ,… .0 线性 表示 ,根据 定理 3.4( 教 材 p120) ,它们 
是 线性 相关 的 . 


3 小 结 


(1) 讨论 -组 向 量 el .0;,… ,0 (不 论 是 具体 的 还 是 抽象 的 向 
量 ? 的 线性 相关 性 问题 ，- 般 都 设 


1 十 了 Cs 十 … 十 Tree 一 0 (17 
然后 得 到 关于 = zw 的 一 个 齐 次 线性 方程 组 
Ax 一 个， (2) 


其 中 放 一 Cry ro s,s) 如果 4x=0 有 非 零 解 ( 兵 有 零 解 )', 则 
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Ci 线 忻 相 关 ( 线 性 无 关 )， 

当然 ,有 的 时 候 是 可 以 直接 看 出 有 没有 椒 全 为 零 的 zz、 
使 (1) 式 成 立 的 ,如 上 面 (2) 段 加 的 情况 :再 如 ,对 于 两 个 
天 本 ee 它们 不 成 比例 ,就 
一 定 线 性 无 关 . 

(2) 要 熟悉 定理 3,1, 定理 3. 3. 定 埋 3.4 的 结论 及 它们 的 推 
论 , 不 仅 要 会 证 明 它们 ,而 且 要 会 灵活 地 应 用 它们 分 析 和 解决 一 些 
向 量 的 线性 相关 性 的 问题 .前 面 的 例 了 中 多 处 用 到 它们 . 

(3) 要 善于 用 反 证 法 证 明 问 题 . 如 前 面 的 例 6. 例 8. 例 9. 例 
10 中 都 用 反 证 法 证 明了 有 关 的 结论 ， 


3.3 ”向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 


向 量 组 的 秩 的 概念 在 内 容 提 要 中 已 经 叙述 . 向 丰 组 的 秩 也 是 
线性 代数 中 重要 的 概念 . 关于 向 景 组 的 秩 的 基本 理论 ,是 以 定理 
3. 卫 为 基础 . 

定理 3.4 设 向 量 组 名 .有 也,…, 记 可 由 向 量 组 0 .We ，…,% 线 
性 表示 ,如 果 1>s: 则 名 .局 ,… .局 线性 相关 . 

这 个 定理 的 等 价 命题 为 :在 如 定理 的 所 设 下 ,如 果 员 ,让 ,…， 
且 线性 无 关 , 则 /和 5. 

出 此 即 得 ;如 果 向 量 组 包 , 咒 .…. 记 可 由 向 景 组 el ,gs … ,区 
线性 表示 . 则 

疡 一 秩 { 员 :上 } 雪 秩 :o 一 六 
因为 {名 ,… .如 } 中 由 记 个 向 量 组 成 的 极 大 线性 无 关 组 (BB ，…， 
及 ) 可 由 te ve 中 由 一个 向 量 组 成 的 极 大 线性 无 关 组 1 
op 线性 表示 . 

进而 就 有 :如 果 两 个 向 量 组 1 所 ,及 ，… 记 } 与 10 .0 ，… 0.} 是 
等 价 的 ( 即 它们 可 以 互相 线性 表示 ), 则 它们 的 秩 相等 , 即 
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秩 ! 员 ,用 :一 秩 {o 
这 正 是 : 初等 变换 不 矩阵 的 秩 ( 即 矩阵 的 秩 是 矩阵 做 初 
等 变换 时 的 一 个 不 变量 ) 欧 理论 根据 . 
如 何 求 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 ,在 内 容 提要 中 已 讲 
过 . 对 于 下 面 的 阶梯 形 和 矩阵 


1 13 1 2 
0 21 —3 6 
U~(B 6 6 6 6) = 
0 00 5 —8 
0 00 0 ol 


的 列 向 量 组 ,6.6 ,6, (此 时 都 去 掉 第 4 个 分 量 而 视 为 三 维 
向 量 , 其 线性 相关 忻 不 变 ) .显然 存在 3 个 列 向 基线 性 无 关 (例如 : 
1 等 都 线性 无 关 . 因 为 它们 去 控 
第 4 个 分 景 后 做 成 的 二 阶 行列 式 都 不 等 于 零 , 相 应 的 三 阶 算 阵 是 
可 逆 的 ) ,而 任何 4 个 列 向 量 部 线性 相关 ( 轩 为 任何 4 个 三 维 向 其 
必 线 性 相关 所 以 吕 的 列 向 量 组 的 秩 为 3. 上面 提 到 的 3 个 线性 
无 关 的 列 向 量 ( 如 所 ,6. ,6 等 ) 都 是 它 的 极 大 线性 无 头 组 ， 

再 利用 :“ 对 什 阵 4 做 初等 行 变 换 将 其 化 为 阶梯 形 抢 阵 忆 时 ， 
入 与 如 的 对 应 的 列 向 基 组 有 相间 的 线性 相关 性 ”定理 3. 6) .就 可 
容易 地 求 得 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 . 

例 1 求 下 列 向 量 组 的 秩 及 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 
余 向 大 用 这 个 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 之 . 


23 1 1. 2. 2 .0 (2.3.5., 
6) 0 = 62. -2,—1. L013). 


解 将 @ -a ,6.0..8, 按 列 排 成 一 个 +15 基隆 四. 对 妇 敌 
初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 乍 阵 ,部 
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1 i 2 -2 1 
2 -1 3 -2 1 
和 一 

3 -2 5 -1 3 
4 2 6 一 1 3 

1 

| 

_ 1 

一 1 

1 

一 1 

i 

1 
2 
10 2 

一 > =U. 

0 0 0 3 


0 0 0 0 oF 
万 中 第 1.2,4 三 个 列 向 基 是 U 的 列 向 关 组 的 “个 极 大 线性 匹 关 
组 ,所 以 和 的 列 向 量 组 el,os ,os ,ayw, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 
mas ,从 而 


秩 tG ea ye 0 = 3， 
直面 将 和 @ 分 别 用 !o :es ai 线性 表示 : 设 
EN 
由 此 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 
x= (其 中 < 一 (ra ,TT 
对 其 增 六 矩阵 (4 , 呆 ) 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 猎 阵 , 即 
人 一 1 一 2 2 


CA 05) 一 (0 Wo 入 0 0 3 


0 0 0 0 


利用 |0 1 2 -1 


C1) 


(2) 


《3) 
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《3) 式 右 端 的 阶梯 阵 ,就 是 由 (1) 式 U 中 的 第 1,2,4,3 四 个 列 依次 
排 成 的 阶梯 矩阵 (因为 对 年 阵 做 初等 行 变换 时 , 列 向 景 之 闻 是 立 不 
影响 的 ). 由 (3} 式 得 到 方程 组 (2) 的 同 解 方程 组 


zr: Te 2 =2, 


1 十 2 
| 0 
由 此 即 得 :rt 一 0 二 一 ] 5 一] 所 以 
B=1 go 十 (一 1)o 一 必 一 如. 
再 设 
1GI 十 -regs 十 2 一人， (4) 
同 理 .(4) 式 对 应 的 方程 组 4;x=@i 的 增 广 矩阵 44, 中 ) 做 初等 行 
变换 ,可 化 为 


1 -1 —2, 1 

0 1 2 ;一 1 
(4 0 ) 一 一 

0 0 3: 1 

0 0 0 0 


由 此 即 得 ,ci 一 二 ,一 一 写 一 0 所 以 


一 5 


上 一 0， wa 二 (对 )m+ 二 = 一 全 
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矩阵 的 秩 也 是 线性 代数 中 一 个 极为 重要 的 概念 , 它 在 线性 方 
程 组 解 的 理论 中 具有 举足轻重 的 地 位 . 

矩阵 的 列 向 量 组 的 秩 ( 简 称 列 秩 ) ,矩阵 行 向 量 组 的 秩 ( 简 称 行 
穆 ) , 抢 阵 的 行列 式 儿 ( 即 矩阵 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ) ,三 者 是 相等 
的 (定理 3. 8, 定 理 3. 10) ,我 们 把 它们 统称 为 矩阵 的 秩 . 


126 第 3 章 线性 方程 组 


对 天 阵 4 做 初等 行 变 换 5 即 对 4 的 行 向 量 组 做 线性 运算 ). 将 
其 化 为 矩阵 号 , 即 存在 初等 矩阵 P,P,,…,P, ,使 


PP PA=~B. 
从 而 
Pp7'P7 npr!B=A 
{其 中 PP .了 : 也 是 初等 矩阵 ) ,这 表明 对 B 做 初等 行 变 


换 也 可 化 为 4. 所 以 B 的 行 向 量 组 是 由 入 的 行 向 量 组 线性 表示 
的 :反之 ,4 的 行 向 量 组 也 是 由 也 的 行 向 量 组 线性 表示 的 ,因此 ,4 
与 BB 的 行 向 量 组 是 等 价 向 量 组 ,它们 的 行 秩 相 等 ,这 就 是 说 ,初等 
行 变 换 不 改变 矩阵 的 行 秩 。 同 样 初等 行 变换 也 不 改变 矩阵 的 列 秩 
(定理 3.6). 辣 理 , 初 等 别 变换 也 不 改变 和 矩阵 的 列 秩 和 行 秩 . 综合 
起 来 就 是 ,初等 变换 不 改变 抹 阵 的 秩 . 
对 矩阵 散 初 等 变换 ,矩阵 的 元 素 会 呈现 出 各 种 各 样 的 变化 ,但 
是 它 的 秩 始 终 是 不 变 的 . 所 以 .我 们 说 ,矩阵 的 秩 是 矩阵 在 初等 变 
换 下 的 一 个 不 变 虽 . 
我 们 用 高 斯 消 匹 法 求解 线性 方程 组 4x 一 b, 其 消 元 过 程 就 是 
对 增 广 乒 阵 (4,b 做 初等 行 变 换 , 将 其 化 为 阶梯 形 垂 阵 (C.@). 此 
时 .4&x 一 b 的 同 解 方 笠 组 
Cx=d 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 :阶梯 形 的 系数 策 阵 C 的 非 零 行 行 数 与 阶 
梯形 的 增 广 矩阵 (C,d) 的 非 零 行 行 数 相等 , 而 阶梯 形 算 阵 的 非 堆 
行 行 数 就 是 它 的 行 秩 , 也 就 是 能 阵 的 秩 ; 青 由 于 初等 灾 换 不 改变 短 
阵 的 秩 , 所 以 Ax 一 6 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 , 秩 (C) 一 物 (C.) . 恒 
秩 (4) 二 秩 (&,b). 
如 虹 妨 是 mxn 秆 阵 . 秩 (4) 一 r, 那 么 不 论 做 怎样 的 初等 行 实 
r. 求 解 时 都 有 且 仅 有 wn- "个 自由 未 知 量 . 以 上 就 是 短 阵 的 秩 在 线 
性 方程 组 解 的 理论 中 所 起 到 的 重要 作用 . 
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对 于 n 阶 短 阵 入.r(4) 二 的 完 要 牺 件 是 4 为 可 逆 答 阵 (也 称 
非 奇异 所 阵 ). 即 14| 闪 0( 定 理 3.98). 

求 揽 阵 4 的 秩 的 方法 :对 4 做 初等 行 变 换 ,将 其 化 为 阶 樟 形 
矩阵 咏 则 r(4) 就 等 于 忌 的 非 零 行 行 数 ， 


例 1 设 
1 一 1 2 一 1 0 
2 一 2 4 一 2 0 
3 0 6 一 7 1 
0 3 0 D 1 


求 秩 (4) .并 指出 它 的 - -个 最 高 阶 的 非 零 卫 式 ， 
解 ” 对 4 做 初等 行 变换 .将 其 化 为 阶梯 形 失 阵 品 . 即 


1 12 10 
0 on0 0 0 
oO |0 3 0 -4 1 
0 3 0 0 1 
1 -12 10 
-全 + 区 xD 0 3 0 一 4 1 2U, 
再 做 两 次 |0 00 140 
行 对 换 
0 00 00 
所 以 , 秩 (4) 一 3.[ 中 一 个 最 高 阶 的 非 零 子 式 为 
| 一 1 li 
i0 3 一 4|= 二 12 去 0 
lo 0 4 
它 对 应 于 各 中 第 1,3.4 行 与 第 1.2.4 列 交 点 排 成 的 三 阶 行列 式 
|: -1 -1 】 1 
3 0 -7 -=| |-1270. 


lo 3 0 
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例 2 设 
i —l 2 —l1 0 
2 一 2 4 一 2 0 
A= 
3 05 -7 1 


a 3 5 «2 
间 : a,b,e 为 何 值 时 ,入 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 只 有 两 个 向 量 ， 
解 4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 个 数 就 是 4 的 
列 秩 , 也 就 是 4 的 秩 . 所 以 此 题 就 是 问 :a,2e 取 何 值 时 ,r(4) 一 2， 
对 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 矩阵 B8. 即 


1 -1 2 一 1 0 
iBx 2) I0 0 0 0 0 _B 
SRx 0 3 1 1 


二 + 由 x( 一 9 
0 3+a bg 一 2a c+a 2 


由 于 r(B) 一 r(4). 欲 使 r(B) 一 2,B 中 第 3 行 与 第 4 行 的 行 向 量 必 
须 成 比例 ,所 以 得 

3+4a~2X3, a=3; 

b—24=~—1X2. 4 一 一 2 十 2a 一 4 

< 十 & 一 -4X2， 8 一 < 一 一 11， 
即 ae 一 3.6 一 4 一 一 11 时 ,r(4) 一 2. 


例 3 次 分 并 扼 降 P= (人 二】 《其 中 必 为 任意 卸 阵 ). 证 明 


Pr(CA) ri By. 

证 “不妨 设 4 一 (al …,a.) 的 列 向 基 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 
组 为 te ,本 as 区 其 中 性 实 5 从 而 区 4 一 记 : 且 一 ( 已 ,县 ) 
的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 亡 关 组 为 :有 ,县 .有 1 (其 中 二 让、 
从 而 rf(B) 一 已 

(D 当 C-=0( 为 零 电 阵 ) 时 ,已 中 辐 go 与 及 及 所 在 列 
的 m+ nn 个 列 向 量 是 P 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 巨 关 组 ,所 以 
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r(P}=m+n=r(A)+r(B). 

{iD 当 C0 时 , 量 中 线性 相关 的 列 向 基 添 加 了 C 中 的 分 基 
后 ,有 可 能 是 线性 无 关 的 ,所 以 .P 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 
所 含 向 量 个 数 冲 能 等 于 x 十 n, 也 可 能 大 于 m 十 n, 央 此 

r(P)m+n=r(d) dr(B). 

例 4 设 太 是 mXn 算 阵 , 且 m<<n, 证 明 ; 章 次 线性 方程 组 
(47A)x 二 0 必 有 非 零 解 . 

证 44 是 nnXn 短 阵 , 由 于 71(A4) 一 rCADm,T(A 1 有) 之 
min(r(A4) ,f(A47)) 氨 m<n, 那 么 ,用 高 斯 消 元 法 将 系数 候 阵 4 及 
通过 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 矩 阵 时 ,其 非 零 行 行 数 小 于 "从 而 求 
解 时 有 一 +(414) 个 自由 未 知 量 , 所 以 必 有 非 零 解 。 

或 者 根据 齐 次 线性 方程 组 解 的 理论 (定理 3. 12) ,以 半 阶 算 阵 
4514 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 (474)x 二 0 有 非 零 解 的 充 要 
条 件 为 rCA1A)<n. 

例 5 (习题 18) 设 4 是 ;Xn 短 阵 ,B 是 由 4 的 前 梁 行 构成 的 
mXn 矩阵 .证明 :车 和 的 行 向 量 组 的 秩 为 ">. 则 共 且 之 r 十 记 一 人 

证 设 区 一 (au as anw)》， 1 一 1,2ws， 


Ul 
: a | 
Co ， 
入 一 ， 吾 一 | : | . 
an+1 ] 
日 cn 
tr. 


设 r(B 一 p, 于 是 旦 的 行 疝 量 组 的 极 大 线性 闫 半 组 fos .as ，…， 
gj 含 户 个 向 后, 因此 ,4 的 行 向 晶 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 是 向 
若 组 ta ,es va vas hs@) 的 一 个 子 集 ,也 就 是 它 所 售 向 量 
个 数 之 p(s 一 m7, 即 

(A)=r 人 pt —m), 
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从而 
r(B) = pr+m—s. 
“ 例 6 (习题 25) 设 4 是 mxXn 算 阵 Gm<n),r(4) 二 zm, 证 
明 : 存 在 nxm 和 矩阵 B, 使 AB==I. 
证 ”利用 矩阵 的 相抵 标准 形 和 分 块 矩 阵 的 乘法 来 证 明 . 
由 于 r(4) 一 如 ,所 以 存在 天 阶 可 逆 阵 王 和 于 阶 可 逆 阵 @, 使 得 
P40 一 (0) (其 中 0, 是 mxX(n 一 m) 零 矩阵 )， 


即 
A=P (I 0 DC . 


B= I" |p 
-2 
其 中 ; 0: 是 (x 一 1m) Xm 零 和 矩阵 ,日 是 秩 为 m 的 xXm 和 矩阵 .于 是 
AB=P (I, ,0 0s ep iP. 
“ 例 7 (习题 27) 证 明 : 任 何 秩 为 7 的 矩阵 4 可 以 表示 为 
个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 ,但 不 能 表示 为 少 于 -个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 
证 不 妨 设 A 为 mxXn 和 矩阵 ,证 明 时 要 用 到 :“ 若 P,Q 分别 为 
阶 和 了? 阶 可 逆 乍 阵 , 则 zxCP4O) 一 rC4)”, 以 及 怎 阵 的 相抵 标准 形 . 
由 于 秩 (4) 一 ”所 以 存在 普 阶 可 道 阵 王 和 ? 阶 可 送 阵 @, 使 得 


Pao- 人 (其 中 工 为 阶 单位 阵 )， 


从 而 


令 r 阶 对 角 阵 
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0 


0 
其 中 第 ; 个 主 对 角 元 为 1, 其 余 对 角 元 均 为 零 , 如 此 则 有 
二 一 4 十 4 十 … 十 4 
于 是 . 取 


A,=P-! 人 |。 Y=1,2, 7) 
, 0 2 


则 秩 (&,) 二 秩 (A, ?一 1, 且 有 
和 一 丰 士 4: 十 … 十 和 
所 以 4 可 表 寺 为 上 个 秩 为 1 的 矩阵 4 4、 4- 之 和 - 
如 果 8 ,8: ……, 了 ,的 秩 均 为 1, 则 
T( 有 | 卡 最 十-… 十 且 。) Er B+ B+ 二 Tr,) =p. 
因此 , 当 p<<r 时 , 秩 为 > 的 4 不 可 能 表示 为 8; ,8,,… ,Bs 之 和 . 


3.5 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 
及 解 的 结构 


齐 次 线性 方程 组 4x=4 有 非 零 解 的 条 件 ,有 非 零 解 时 , 它 的 
基础 解 系 的 概念 , 求 基础 解 系 的 方法 ,以 及 它 的 一 般 解 的 结构 ,在 
内 容 提要 中 已 经 详 述 . 

这 里 有 两 个 重要 的 例题 (教材 p137 上 的 例 3, 例 4) ,要 熟悉 其 
结论 并 会 证 明 . 

01) 车 ,8B 分 别 是 mxXn 和 nnXs 和 矩阵 ,及 48 一 0: 则 

r(C4) 十 rCB) En. 

证 明 时 ,由 4B=6 可 知 ,B 的 s 个 列 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 
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有 Ax 二 0 的 解 .上 骨 利 用 4x 二 0 的 基础 解 系 含 n 一 r( 和 4) 个 解 , 即 可 证 
明之 . 

“(2) 车 和 4 是 mxXn 实 矩阵 , 则 r(A&4'A4) 一 r(4). (证 明 见 
教材 ). 
1 1 2 2 7 
22 112|. 
5 5 -1 2 0 
求 齐 次 线性 方程 组 4x 一 4 的 基础 解 系 与 一 般 解 . 

解 ”对 系数 矩阵 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 行 简化 阶梯 矩阵 


例 1 设 4= 


开 , 即 
1 1 2 2 了 
国 十 由 x(- 人 2 
Bro 0 3 3 一 
0 0 -9 一 8 一 35 
1 12 2 7 1 12 0 5 
@reaxca lo 1 1 4 DCD, 0 103 
@x(- 村 ) 名 十 图 x( 一 2) 
3 00011 000 1 1 
1 10 0 1 
OCH oo 10 3=U. 
0001 1 


Ux 二 0 与 4x 一 0 是 同 解 方 程 组 , 求 基础 解 系 时 , 取 x+:,xs 为 
自由 未 知 量 , 它 们 分 别 取 1,0 和 和 0,1 时 ,得 基础 解 系 中 的 两 个 解 
和 一 (一 1,1,0;0,0)7: xo=(1,0,—3,—1,1)". 

方程 组 的 一 般 解 为 

x=kthx = C11,0.0,0)7 +k 1,0,.—3,—1,1)", 
其 中 心 ,ez 为 任意 常数 . 

例 2 ( 研 3-35. 教 材 p381. 表示 研究 生 人 学 试题 汇编 :3. 线 
性 方程 组 中 的 35 题 . 以 后 用 同样 的 简称 

设 四 元 齐 次 线 狂 方程 组 ( 工 ) 为 
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271 十 St 一 za =0, 
| 十 2za + xs —r =0, 
已 知 另 一 个 四 元 齐 次 线性 方程 组 ( 工 的 一 个 基础 解 系 为 
名 一 (2 ,一 1,e 十 2,17， 四 一 (一 1;2.4,a 十 8 

(1) 求 方程 组 ( 工 ) 的 一 个 基础 解 系 ; 

《2) 当 a 为 何 值 时 ,方程 组 (I) 与 ( 卫 ) 有 非 零 公共 解 ? 在 有 
非 零 公共 解 时 ,求全 部 非 零 公共 解 ， 

解 (1) 对 系数 和 矩阵 做 初等 行 变换 .将 其 化 为 行 简化 阶梯 矩 


{: 2 1 7 ) 
一 
2 3 一 1 


1 0 一 5 3 
—(, 1 3 _ 2) 


所 以 方程 组 ( 工 ) 的 同 解 方程 组 为 
阅 一 5 十 3rt 一 0， 
3x: —274 =0. 
取 zs yz 为 自由 未 知 量 , 它 们 分 别 取 1,0 与 0,1 得 基础 解 系 : 
B=(5.—3,1,0)T. B=(—3,2,0,D". 
(2) 方程 组 ( 了) 与 (的 一 般 解 分 别 为 : 


x 一 kB 二 kB ， (1) 
~- 有人 十 Rs ， (2) 

它们 的 公共 解 就 是 (1) 式 和 (2) 式 中 相等 的 解 , 即 公共 解 为 
xx 一 如 局 十 Ra 太一 ac Tk 0. (3) 


出 (3) 式 得 
如 和 十 如 妨 一 ka 一 kt 一 0 ( 零 向 量 ). (4) 
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(4) 式 等 价 于 个 齐 次 线性 方程 组 


| 5 -3 一 2 1 1 6 
&: 一 3 2 1 一 2 R, 
BB 一 x， 一 中)| |= 
ks 1 0 —a—2 一 和 二 k; 
hk 0 1 1 ea-8) le,) 
0 
| 
=| | (5) 
| 
oO 


对 方程 组 (5) 的 系数 矩阵 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 阶梯 矩阵 . 如 
直接 用 第 1 列 的 5 消去 一 3 和 1. 将 会 出 现 分 数 ,以 后 很 不 方便 ,所 
以 先 把 第 2 行 陛 2 加 到 第 1 行 , 得 


一 L 1 0 一 3 
4 .32 1 一 2 
1 0 一 4 一 2 一 盘 
0 1 -1 一 ce 一 8 
(1 1 0 一 3 
@HOxt 1 0 一 ! 1 7 
D+ 人 TD 0 1 —a—2 7 
0 1 -1 -co 一 8i 
-1 1 0 一 3 
合十 四 0 一 1 1 了 
Ds 0 0 ~a-l oY 
0 0 0 —a—l 


当 a 关 一 1 时 ,1U| 关 0, 线 性 方程 组 4 一 只 有 零 解 ,线性 方 
程 组 CI) 与 (0 ) 没 有 非 零 公共 和解. 
人 当 a 一 一 1 时 ， 
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-1 10 一 3 -1 01 | 
0 -11 7 和 0 117 
0 0| 变 按 0 0 0 
0 oo 0 0 0 0 0 
齐 次 线性 方程 组 Uk 一 0( 与 方程 组 (5)4k 二 0 是 同 解 方 程 组 ,其 中 
二 (如 ,上 8 ,R&D) 有 非 零 解 ,其 基础 解 系 为 
后 一 (1,1,1,0)7， 现 一 (4,7.0.1)7， 


一 般 解 
KE=ckitek = (ct dct? cr cy 
(其 中 cscs 为 任意 常数 ), 将 二 ci, 妈 二 cs 代 人 (3) 式 , 即 得 方程 
组 CI) 与 (是) 的 全 部 非 零 公共 解 
X=ksi 十 Ri ts 一 CQ 十 catgs ， 
当 a= 一 1 时 ,二 42, 一 1,1,1)7 ,0 一 (一 1,2,4.7)T. 容易 验 
证 ,此 时 w 与 & 也 是 方程 组 ( I) 的 基础 解 系 .所 以 ,4 二 一 1 时 ， 
方程 组 ( 工 ) 与 (了) 是 同 解 方 程 组 ,它们 的 全 部 公共 解 就 是 它们 自 
身 全 部 的 解 . 
求 方程 组 (1) 与 ( 卫 ) 的 非 零 公共 解 的 另 一 个 解法 为 : 先 根据 
方程 组 (了) 的 基础 解 系 . 反 过 来 求 一 个 方程 组 (于 ). 
设 @ 一 (2, 一 1:a 十 2,1)7 与 加 一 (一 1.2,4,a 十 8 是 方程 
ar1 十 aarz 十 asT3 十 atT4 一 人 《7)》 
的 解 , 于 是 ,得 
2a 一 az 十 (za 十 2)ai 十 ay 一 0 
1 一 ca 十 2az 十 4as 十 (2 十 8)at 一 0. 
方程 组 (8) 是 关于 ql ,a2 ,es ya 的 四 元 齐 次 线性 方程 组 ,容易 求 得 


(8) 


它 的 基础 解 系 的 两 个 解 : 
a —2at8 as: 一 a 十 10， as=—3, 4 一 0 (9) 
a =at+10, as=2at17, a=0, a=—3. (0) 


将 (9) 和 (10) 式 分 别 代 入 方程 (7) , 即 可 得 到 一 个 方程 组 (外 ) 
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{tm et —3xr1=0, 

llatloOet (2at17)r, — 3r = 0. 

(读者 不 难 验 证 @==(2, 一 1,4 十 211)1 与 8 二 (一 1.2.4,4 十 8)! 

是 方程 组 (11 ?的 基础 解 系 . ) 将 方程 组 (11) 与 题 给 的 方程 组 (了 工 ) 联 

立 起 来 ,这 个 联 立 方程 组 的 非 零 解 就 是 方程 组 CI ) 与 (了 ) 的 共同 
的 非 零 解 . 此 时 ,同样 可 以 得 知 : 

当 4 二 一 1 时 ,全 部 共同 的 非 零 解 为 方程 组 (|) 与 ( 卫 ) 的 白 身 

全 部 非 零 解 . 当 4a 去 一 1 时 ,方程 组 (I) 与 ( 耳 ) 没 有 共同 的 非 零 解 . 


{11) 


1 1 1 
例 3 ( 研 3-28) 设 4=|a 5 cj, 问 ; 
ta 


(1) a,b,c 满足 什么 关系 时 ,4x 二 0 只 有 等 解 ; 

(2) aosc 满足 什么 关系 时 ,4x 二 0 有 巨 穷 多 组 解 , 并 用 基础 

解 《1) 当 |4| 关 0 时 ,Ax 一 0 只 有 和 零 解 .这 里 的 |4| 是 三 阶 范 
德 蒙 行列 式 , 所 以 

141 一 (一 a(c 一 上)(c 一 心 )， 

当 a,ac 互 不 相等 时 , 141 天 0, 从 而 4x 一 0 只 有 零 解 . 

(2) 当 |41 一 0 时 ,4x 一 0 有 无 穷 多 组 解 , 所 以 当 a 一 ”或 < 一 < 
或 5=c 或 ae 一 0 一 “时 均 有 无 穷 多 组 解 ， 

(GD 当 a==b 时 ,有 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
行 一 
A=|a a cl 0 | 一 | 9 9。 和 “| 
a a ee 0 0 ca 00 0 
取 x 为 自由 未 知 量 ,基础 解 系 为 (一 1,1.0)", 通 解 为 x 一 &( 一 1， 
1,0)7, 上 为 任意 常数 . 


同 理 , 当 a==c 时 , 通 解 为 x 二 k( 一 1,0,1)7; 当 6 一 c 时 , 通 解 为 
x 一 上 (0, 一 1,1)7 2 均 为 任意 常数 


3.5 
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5 
(ii) 当 4a=5 二 c 时 ,有 

1 1 1 | 

4 一 | a a a 一 *|o0 0 0 

la a a lo 0 6 


取 rsyzr* 为 自 出 未 知 量 . 基 础 解 系 为 ( 1.1,0)7 与 (一 1.0,1) 
通 解 为 x*= 吉 (一 1,1,0)7 十 有 (一 ] ,0,1)T .上 8. 为 任意 常数 . 
2—1 1 A 
1 a4-—l ,| 


例 4 设 A= 
a 1 4 一 


若 存 在 三 阶 和 矩 竹 B 关 6. 使 48 二 0, 则 必 有 ( ). 
(By 4=0 或 4 一 字 


《O40 或 2 一 包 ,jB| 关 0 (DY 4 一 0 或 4 一 记 ,|B| 尖 0 


cAI 4 二 0 或 4=2,1B| 二 0; ‘1B|=0; 


解 设 B 的 三 个 列 向 量 为 了 . 记 , 声 , 则 由 
AB=A(B ,BPB.B)= AB .4B.AB)=(0.0.0) 
(其 中 3 个 0 均 为 三 维 零 启 量 ) 可 知 ,如 ,及 ,及 均 为 齐 次 线性 方程 
组 4x=0 的 解 向 基 ， 
因此 , 题 设 中 的 三 阶 非 零 矩 阵 有 的 列 向 量 至 少 有 一 个 是 4x 一 
4 的 非 零 解 (另外 的 列 向 量 可 以 是 零 向 量 ) ,所 以 必 有 


A—1l 1 A 
Al=[ 1 A 01|=Q-D2TA 一 下 0 一 D 一 一 TD 
2 1 
一 一 242 十 34 一 0 


从 而 必 有 ==0 或 4 一 
当 4 一 0 或 人 一旦 时 , 身 (4) 一 2, 因此 4x 一 0 的 基础 解 系 只 有 


3 


一 个 非 零 向 量 .所 以 及 的 3 个 列 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 只 有 一 个 
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向 量 , 即 号 的 列 秋 一 秩 CB) 一 1. 从 而 | 五 | 一 0. 
综 上 ,答案 应 选 ( 了 B). 
例 5( 研 3-37) 设 齐 次 线性 方程 组 
ur: 十 pzrs 十 br 十 … 十 5r 一 0， 


2xr 十 ar 十 Drzs 十 … 十 和 ro 一 0， 0 


Bx 十 brs 十 bTs 十 "十 axr 二 0. 
其 中 a 关 0.5 关 0,n 谤 2. 试 讨论 a.6 为何 值 时 ,方程 组 仅 有 零 解 \ 有 
无 穷 多 组 解 ? 在 有 无 穷 多 组 解 时 , 求 出 全 部 解 ,并 用 基础 解 系 表示 
全 部 解 . 
解 ”从 方程 组 (1) 中 依次 有 axi ,are，…，,ax, 可 见 ,n 元 方程 
组 (1) 中 有 个 方程 . 它 的 系数 行列 式 
a $b 6b wb 


14|= 


bp bb ob 


CE 


- | 1 b wb 
=[at+(n— 1)6] ° ， : 


1 6 5b Ci 

0 a-b 0 0 | 
=[a+t(n—1)6] ; 

0 0 0 :ab 


一 [a 十 (一 1 人 (ea 一 仿生 
(1) 当 | 和 | 天 0. 即 < 和 8 且 a 天 (1 一 所 0) 坟 时 ,方程 组 (1) 仅 有 
零 解 . 
(2) 当 |41 一 0, 即 一 5 或 一 (1 一 2 时 ,方程 组 (1) 有 无 穷 
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多 组 解 . 
当 5=a 时 , 秩 (4) 一 1, 基 础 解 条 有 wn 一] 个 解 向 量 : 
1,0 OT ,10,0 ,e100 7. 
其 全 部 解 为 
x=k(— ll 0 0)T Th —1,0.1. 07 | 
kt—1,0,0,0,1)!, 
其 中 名, 拓 ,1 为 任意 常数 
当 4a=(1 一 5 时 ,方程 组 (1) 的 系数 矩阵 


(1—mb 6 6 EE 2 1 
b C8 6 Ee 5 | 
站 一 | 4 6 (1 一 205 五 
0 四 (1—m6 
0 1 1 1 
0 1--n 1 1 
列 
> 1 一 - 1 2 
| ! I” 1 《2) 
和 1 ， 
lo 1 1 - In 
0o 1 1 1 
lo -nan 0 0 
一 -| 0 0 一 0 =8. 
En 了 
0 0 6 … —n), 


由 于 旦 中 非 零 子 式 最 高 阶 数 为 一 1, 所 以 秩 (8) 一 秩 (4) 一 0 一 1 
因此 .方程 组 (1) 即 Ax 一 0 的 基础 解 系 含 * 一 r(4) 一 2 一 人 1) 一 1 
个 向 量 . 由 (2) 式 的 矩阵 入 可 见 , 当 zi 一己 一 和 一 ze 一 1 时 ,满足 
方程 组 A&x=0, 所 以 基础 解 系 为 (1,1,1,…,1)5 ,其 全 部 解 为 

x 一 AI1,1.1， 1) ,其 中 大 为 任意 常数 . 
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例 6( 研 3-38) 设 @m ,0,… ,gg, 为 线性 方程 组 Ax 一 和 的 .一 
个 基础 解 系 . 晶 一 六 包 十 总 ge , 读 一 as 0 有 =. 二 t0 
其 中 如 ,i 为 实 常 数 , 试 癌 4,1s 满足 什么 关系 时 ,如 ,所 ,…,B 也 
为 4x 一 0 的 -… 个 基础 解 系 . 

解 ” 已 知 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 基础 解 系 ,9m;,… ,og 有 
; 个 解 向 量 , 所 以 Ax=0 的 任何 s 个 线性 无 关 的 解 都 是 其 基础 解 
系 . 因 此 ,只 要 证 明 : 员 ,及 .…, 员 是 Ax 一 0 的 解 ,而 且 4 ,ti 满足 某 
种 关系 时 ,它们 是 线性 无 关 的 . 

显然 此 一 5C 十 ts 对 一 1， 
是 4x= 由 的 解 ,因为 

AB =A(t GTtm.1) = Ant Ag,.1 =0. 
再 讨论 ,ts 满足 什么 关系 时 ,中 ,及 ,… ,了 线 件 无 关 . 设 
各局 十 k 忆 十 … 十 R11 十 ,二 0、 C1) 


一 1)， B=ig tt 都 


即 
k(ti@ tt 0 ) + Ra Ch tt) 十 RR 1 ) 二 
kn +ia) =0, 
Ck iak at (tk tpR RR 二 
(十 和 到 DC 一 由 C2) 
由 于 Gi ,ws ,…,@, 线性 无 关 ( 因 为 是 基础 解 系 ), 所 以 (2) 式 的 系数 
必须 全 为 零 , 即 


£3) 


| jk 
敏 便 如 , 忆 ,…, 居 线性 无 关 , 则 (1) 式 中 的 各,&，,*…,. 必须 全 为 
零 , 也 就 是 以 ,k，… ,hh 为 元 的 齐 次 线性 方程 组 (3) 只 有 零 解 ， 


此 , 它 的 系数 行列 式 
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五 0 0 
a 0 0 
: 按 第 1 行 。 vts 
展开 tf 十 (一 1)” i 关 0， 
ts tt 0 
ts 


即 二 满足 开 十 (一 10" 吉 天 0 时 , 贞 , 记 ,用 了 地 是 4 一 0 的 一 
个 基础 解 系 , 
例 7( 研 3-36) 设 A4 是 mnXn 和 矩阵 ,8 是 mnXm 算 阵 , 则 线性 
方程 组 (4B)x=0. 
《A) 当 >m 时 仅 有 零 解 ，(B) 当 n>m 时 必 有 非 零 解 : 
《C) 当 mm>>n 时 仅 有 者 解 ; 〈D) 当 m 之 n 时 必 有 非 零 解 . 
解 4B 是 mxXm 和 矩阵 , (4B)x=0 是 x 元 齐 次 线性 方程 组 ; 
当 r(AB) 二 mm 时 . 它 仅 有 和 零 解 ; 当 r(4B) 二 m 时 它 必 有 非 零 解 . 
根据 
r(AB)Smin(r(A) ,r(B)), 
可 得 ， 
当 m 之 #8 时 ,rT(4) 福 m17(B) 祁 n, 从 而 1(AB) 志 n 之 m, 所 以 
《4B)x 一 0 必 有 非 零 解 . 
当 避 之 RR 时 ,f(A 人 才 myr(B) 氨 m, 从 而 1(48B) 志 m. 此 时 ,可 能 
有 r(4B) 一 m, 也 可 能 有 rci4B)<m, 因 此 不 能 断言 (4B)x 一 0 仅 有 
零 解 或 必 有 非 零 解 . 
综 上 ,答案 应 选 (D)， 
例 8 已 知 ” 阶 矩阵 4 满足 4 一 人 十 2 证 明 
rC4 十 下 十 r( 和 一 2 有 0 一半 
证 由 二 一 4 十 2 得 4 一 4 一 2 一 (4 十 站 (4 一 2 一 0, 所 以 
TCA 十 昌 十 r( 和 一 2 en. (CD 
由 于 妨 一 21 与 一 (和 4 一 2D 一 21 一 4 的 秩 相等 ,再 利用 
r(4 十 中 )<r(4) 十 (了 8) ， 
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又 得 
LT( 和 十 丰 十 Fr( 人 一 2 有 一 区 人 十 和 十 rC2 一 上) 


六 r(4 十 1 二 21 一 4) 一 r(C3 有 一 人 (2) 
由 (1) 式 和 (2) 式 即 得 r(4 十 有 十 r(4A 一 25 一 六 


3.6 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 条 件 
及 解 的 结构 


以 研 xm 和 矩阵 和 为 系数 矩阵 的 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax=b, (3.1) 
如 果 将 4 按 列 分 块 为 4 一 (on , ，… ,6), 则 方程 组 (3. 1) 式 邯 为 


EE 
《ago ,Cr) | ,|=b, 
3 
即 
TOT ret Tb. (3.2) 


所 谓 方程 组 有 解 ,也 就 是 存在 x 二 (x),xs,…。，x,)! 使 方程 组 
《3. 1) , 即 向 量 方程 (3. 27 成 立 . 所 以 方程 组 (3. 1) 有 和解 的 充分 必要 
条 件 为 ,b 可 由 4 的 列 向 量 组 @i ,0;,…,&, 线性 表示 . 这 个 条 件 在 
方程 组 (3.1) 的 增 广 算 阵 
(全 下) 一 (Ga ,0 0b) 
上 .就 是 系数 矩阵 4 的 列 向 基 组 的 极 大 线性 无 关 组 也 是 增 广 岳 阵 
《4,5) 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,因此 它们 的 列 秩 相 等 , 即 
秩 ( 和 4) 一 秩 (4,b) (3.3) 

也 是 方程 组 C3. 1) 有 和 解 的 充 要 条 件 . 

用 高 斯 请 元 法 求解 方程 组 (3. 1) 是 对 增 广 矩阵 人 4,5) 做 初等 
行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 (D,d) ,得 到 易于 求解 的 同 解 方程 组 
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Ux 一 d .条 件 (3.3) 表 现在 增 广 矩阵 (U.d) 上 ,就 是 
秩 (D) 一 秩 (U:d) ， 


即 品 与 (U,d) 有 相同 的 非 零 行 行 数 . 

如 果 4x 一 占有 惟一 解 ,也 就 是 5 可 由 和 的 列 向 量 组 线性 表示 
(如 向 量 方程 (3. 2)), 且 表示 法 惟一 ,那么 它 的 必要 条 件 是 入 的 列 
向 量 组 线性 无 关 . 因此 ,Ax 一 b 有 惟一 解 的 充 要 条 件 是 


秩 (4, 世 一 秩 (4) 一 入 的 列 数 一 疡 (3. 4) 


如 果 
秩 (4, 世 一 秩 (4)<4 的 列 数 一 由 (3.5) 


则 (3. 5) 式 中 的 等 号 意味 着 Ax 二 5 有 解 , 而 “<- "号 意味 着 圳 可 由 作 
的 列 向 量 组 线性 表示 的 表示 法 不 惟一 ,也 就 是 4x 二 5 有 无 穷 多 
组 解 . 
当 Ax=b 有 无 穷 多 组 解 时 ,其 一 般 解 的 结构 为 
=X 十， (3.6) 


其 中 ;x, 是 4x 二 6 的 -个 特 解 ( 某 一 个 解 ); 

二 十 … 十 有 xp 是 对 应 齐 次 方程 组 Ax 一 0 的 一 般 解 . 

证 明 (3. 6) 式 要 用 到 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 6 的 解 的 一 个 重 
要 性 质 :车 x 与 x: 为 4x 一 所 的 两 个 解 , 则 避 一 za 为 对 应 齐 次 线 
性 方程 组 4x 一 0 的 解 . 7 

必须 注意 ,此 时 xi 十 x: 不 是 Ax 一 5 的 解 , 而 当 上 十 有 二 1 时 
则 吾 x 二 Ass 是 4x 一 的 解 . 

以 上 是 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 基本 理论 .读者 必须 认真 领会 . 

至 于 当 Ax 一 所 有 无 穷 多 组 解 时 ,如 何 求解 的 问题 ,在 内 容 提 
要 中 已 提 及 ,这 里 不 再 重复 ， 

例 1 设 非 齐 次 线性 方程 组 
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| Ti ZX +27, 一 1 
2 一 十 3 一 Xx; 二 

2 二 prstiri = 
2 一 3za 十 (3 一 记 ) rs 一 一 4 


试问 :并 取 何 值 时 .方程 组 有 解 ,无 解 ,有 解 时 求 其 解 . 
解 ”对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 阶梯 形 矩 阵 , 即 


1 -1 2 0 1 
-1 3 -1 4 
CA.b)= : 
0 1 p 上 上 
il -3 3-p 0° 4 
—1 2 0, 1 
0 1 -1 -1 2 
0 1 p zt t 
0 -2 1-p 0 -5 
1 一 ! 2 0, 1 
0 1 -1 —1. 2 
lo 0 IFp ttl i 1-2 
0 0 -tp -2: -1 
1 -1 2 0,1 
0 1 -1 -1:? 
一 ~ . (1) 
0 0 p+tl t+1:it—2 
0 0 0 1 一 1 一 3 
由 上 面 的 阶梯 形 什 阵 可 见 ， 
(1) 当 p 产 一 1 且 1 关 1 时 ,方程 组 有 惟一 解 ， 
一 一 3 1 5 一 ! 
1 gi 
- a _， 
pli + 7 十 +2 二 
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(2) 当 p 十 1 一 0, 即 p 一 一 1 且 阶 梯形 矩阵 中 第 3,4 行 成 比例 
2 二 一 2 2=>t=3 
时 (此 时 第 3 行 可 将 第 4 行 化 为 全 零 行 ), 有 
1 一 ] 2 0.,1) 
1 —1 —1i2| 
0 0 6:i3 
0 0 4 2 


(4,8)— 


0 0 0 0 


0 1 0 .7/2] 
_ 1 一 1 0 572| C2) 
0 0 1 | 
0 0 0 0 0 
阶梯 形 和 矩阵 (2) 所 对 应 的 原 方程 组 的 同 解 方程 组 为 
全 二 Xz， 一 7742. 
| rir =5/2, 03) 
ri=1/2 


取 ;一 0, 得 非 齐 次 方程 组 的 一 个 特 解 
x = (7/2,5/2.0,172)), 
取 x, 为 自由 未 知 量 .方程 组 (3) 对 应 的 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 为 
x 一 (一 1.1.1,0)1. 

综 上 , 当 户 = -1.:=5 有 -方程 组 的 一 般 解 为 

二 记 十 kx 

0725 2.0.172)5 十 一 1.1.1.0)7， 

其 中 居 为 任意 常数 ， 
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53) 当 pp 一 一 1. 夫 3 时 . 阶 榜 形 短 阵 (1) 中 第 3 行 与 第 4 行 不 
成 比例 ,此 时 
秩 ( 和 44) 二 3 闫 秩 ( 委 ,8) 一 4 
所 以 力 程 组 盛 解 . 
例 2 已 知 包 ,所 ,8, 尽 韭 齐 次 线 件 方程 组 4x 一 5 的 3 个 不 同 
的 特 解 ,we .a 是 对 应 齐 次 方程 组 4x 一 0 的 基础 解 系 . 试 写 出 
丰 * 二 名 的 3 种 不同 形式 的 一 般 解 . 
解 ”根据 非 放 次 线性 方程 组 鲫 的 结构 , 它 的 一 般 解 的 最 简单 
的 形式 为 
一 人 CI | RG | ky +B. (1) 
由 天 ga 一 .0 一 0 | 仿 是 4xr=0 的 解 . 且 线 性 无 关 ; 


(及 十 及 ) 仍 是 hx 一 的 解 ,所 以 一 般 解 也 可 表 庆 为 
2 


再 由 mW | a.m 一 ws se; 也 线性 无 关 , 本 (28 一 5 一 4 和 ) 也 是 
Ax 二 的 解 (因为 刀 . 庐 .B 的 系数 和 为 1) .一 般 解 也 可 表示 为 
= 和 ge) 二 如 (。 的) 二 十 计 (28 一 5 一 4 
(3) 
以 上 CD .02),03) 式 中 的 和 ,和 ,ks 均 为 任意 常数 . 


例 3 ( 研 3-39) 设 B=(4 -4 是 a 阶 算 阵 .a 是 维 殉 


向 其 . 若 秩 (B) 一 秩 (4), 则 线性 方程 组 
(A) Ax 二 & 必 有 无 穷 多 组 解 : 
(B) Ax 一 & 必 有 惟一 解 ; 

(C) By 一 0 公有 等 解 ; 
(CD) By==0 必 有 非 零 解 ， 
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其 中 一 (re 

解 ”由 于 吾 是 ?十 1 阶 年 阵 , 而 秩 (B) 一 秩 (4) 委 ?所 以 齐 次 
线性 方程 组 By 一 0 必 有 非 零 解 . 因此 (D) 是 正确 的 .(C) 是 不 正 
确 的 . 

这 里 ,读者 还 应 理解 (A),(B) 也 是 不 正确 的 ,理由 何在 . 

由 秩 CB) = 秩 (4) 可 知 ,a 可 以 用 A 的 列 向 量 组 线性 表示 ( 当 
A 是 实 对 称 矩 阵 时 .er 也 可 由 人 的 行 向 基 组 线性 表示 ) -因此 , 非 
齐 次 线性 方程 组 


Ax=0 
必 有 解 .但 是 A 可 能 是 可 道 的 (此 时 4x=& 只 有 惟一 解 ) .例如 
1 0 0 !] 
| 工 oi0 
B= ， |， 
0 0 一 ] ; 1 
| 0 1 0 


和 也 可 能 是 不 可 逆 的 (此 时 4 一 z 有 无 穷 多 组 解 ) .例如 
1 1 0 1 
0 -1 0 
-1 -1 
UL 0 1: o] 
所 以 ,在 没有 指明 4 是 否 可 逆 ( 即 秩 (4) 是 否 等 于 2 的 情况 
下 ,都 不 能 断言 是 中 (A)-(P) 的 结论 是 止 网 的 ， 
例 4 设 盖 阶 抵 阵 4 Co .2&.) 的 行列 式 141 一 0 且 人 入 
的 任何 ”一 1 个 列 向 量 部 线 关 , 将 4 的 前 一 1 列 构成 的 n> 
(一 1 从 阵 记 为 4; 一 《0.0 .0 :), 问 方程 组 4x 下 有 解 
个 ? 为什么? 
解 ” 和 巾 14| 一 0 及 加 的 任何 x -1 个 列 向 量 线性 无 闫 可 基 
秩 (4) 二 我 {0 .0 1- 
秩 (4 == 我 {G0 1 
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而 第 阵 生 就 是 方程 组 A1x 一 0 的 增 广 矩阵 (4 .6.》, 所 以 增 广 算 
阵 的 秩 等 于 系数 矩阵 的 秩 , 因 此 ,方程 组 4.x 一 w 有 和 解 . 

另 一 解法 : 由 | 和 4| 二 0 可 知 其 列 向 量 组 @l .es 
关 , 而 ,1 
表示 (否则 @ ,os 
有 解 . 

例 $( 研 3-40) 已 知 四 阶 方 阵 和 = (el as .es xi) ,其 中 四 维 
到 向量 & .et ,ai 线性 无 关 ,& 一 24: 一 Qi. 如 果 及 一 和 十 生 十 和 十 
a,, 求 线性 方程 组 Ax 一 和 的 通 解 . 

解 设 x 一 zoomavr7, 则 4x 一 且 即 为 

TO 十 Te 十 -CI 一 QI 十 0 十 G 二 妇 《1) 
将 而 二 2g 一 @ 代入 (1) 式 ,整理 得 

(Br tm Tt) tr 一 30 十 Ci (2) 
向 量 方程 (2) 就 是 线性 方程 组 4&x 一 及 先 求 它 的 -个 特 解 忆 ,由 (2) 
式 , 取 


*G&, 线性 相 
性 开关 ,所 区 g. 可 由 mo os) 线性 
"线性 无 关 ), 因 此 ,方程 组 和 x 二 


il, 
十 二 0 之 x 一 .可 任 到 为 询 一 x 二 1， 
2 -xs 38- 一 3 一 2 一 3 一 2 一 1. 
所 以 2 一 (111.1)7 
再 求 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 及 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 4x 一 个 
的 通 解 x. 
Ax 二 0 就 是 (2) 式 右 端 等 于 零 向 量 , 即 
(2zi 十 za)2cs 十 (一 站 十 .00 十 TO 一 化 (3) 
由 于 Qt,@, 线性 无 关 , 所 以 (3) 式 左 端的 3 个 系数 必须 全 为 0， 
因此 得 到 齐 次 线性 方程 组 
[ 271 二 TX: =0. 
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易 得 (4) 的 通 解 为 &(1. -2.1,.0)5 ,这 也 就 是 (3) 式 即 4x 一 0 的 通 
解 x， 
综 ], 即 得 4x=B 的 通 解 为 
x 一 如 十 EC:1.1.1)7 十 GCT--2.1.0)1， 
其 中 内 为 任意 常数 . 
例 6 (补充 题 51》 已 知 下 列 线性 方程 组 工 , 卫 为 同 解 线性 方 
各 组 . 求 参数 mn 之 值 . 


1 , 
解 ” 对 方程 组 l 的 增 广 矩 阵 (4,5) 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 
行 简化 阶梯 乒 阵 . 即 


| 1 0 一 2 一 51 
($= + -1 一 1 一 1 | 


le 1 9 -1,.~ (1) 
| 0 1 -2 一 
由 此 易 得 :方程 组 1 的 一 个 特 解 与 一 (一 2， 一 1 一 5.0) 其 对 应 
齐 次 万 程 组 的 通 解 为 &(1,1.2,1)1. 方 各 组 I 的 通 解 为 
广 二 (2 一 4 一 5.0)1 FRO,2.1)' (为 任意 常数 ). 
由 于 方 程 组 [与 1 是 同 解 方程 组 ,所 以 x 也 应 是 方 得 组 了 的 
解 ,将 其 代 人 方程 组 及. 得 
一 2 一 4m 十 5 一 一 5=> 几 一 2， 
一 4 二 5 一 一 11 一 ”一 4 
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一 5 汪 1 一 上 一 :一 人. 
这 里 必须 注意 ,如 果 题 月 改 为 :是 否 存 在 m,n.t 使 方程 组 了 
与 方程 组 上 为 同 解 方程 组 ”此 时 解 题 方 法 应 为 : 
将 方程 组 工 的 增 / 矩阵 CC,a) 也 化 为 行 简化 阶梯 化 阵 


i am 一 1 一 1 一 5 
Cd) 一 |0 nn 一 1 一 2 :一 1 
0 0 1 —2:1—t 
lm 0 一 3， 一 4 一 上 
—|0 x 0 -4 一 10 7|. C2) 


0 1 --2 1—t 
如 果 存 在 srwnit. 使 (2> 式 中 的 行 简化 阶梯 阵 与 12) 式 中 的 行 简 化 
阶梯 阵 完 件 - 样 ,那么 方程 组 I 与 了 肯定 是 同 解 方 程 组 , 更 - 般 的 
情况 .要 判断 两 个 方程 组 的 解 集合 是 否 相同 


fa: ae ev 


“ 例 7 (补充 题 61) 设 4= 


pl Gm 


b= br bi), X= 本 
(1) 证 明 ; 车 47 一 8 有 解 . 则 4rx=0 的 任 一 组 解 x. ,x 
Tw 必 满 足 方程 


方士 Pre 二 per 一 0. C1) 
(2) 方程 组 4y 一 b 有 解 的 允 要 条 什 是 方 积 组 
14') /0 
(= 0) (2) 


无 解 (其 中 0 是 n 入 1I 零 知 阵 }. 
证 (1) 内 丁 要 证 明 的 (1) 式 左 端 等 丁 b'x. 即 要 让 明 
Bix=bt Dt bt = DO, 
所 以 .把 有 解 的 方程 组 4y 一 b 表示 为 转 置 形式 
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有 一》 
青山 4Tx=. 即 得 
bx—y A x—y (A x) = 0—0 
(上 三 中 的 x= Corsers) "为 A41x 一 日 的 全 -个 解 ). 赦 (1) 式 
成 立 。 
(2) 先 证 必要 性 :已 知 A4y-b 有 和 解 . 即 
I 


秩 (4) 二 秩 (4,b)， 兢 (4) 一 获 ( 扩 }: 3 


(3) 式 表明 ,入 可 由 生 的 及 个 行 向 量 线性 表示 .于 是, 方程 组 (2) 
的 增 广 甜 阵 
i141! 0) 等 /A' 0 

| 1 1) ‘4 
由 此 可 见 , 碍 程 组 (2) 的 增 三 矩阵 的 秩 为 秩 (47) 上 上 二 而 其 系数 算 
阵 的 秩 为 秩 (4) .一 者 不 等 ,所 以 方程 组 (2) 无 解 ， 

再 证 充分 性 :已 知 方程 组 (2) 无 解 , 即 系数 矩阵 的 悉 不 等 十 其 
增 广 矩阵 的 秩 . 因此 .系数 矩阵 中 的 b" 可 由 4: 的 个 行 向 量 线 性 
表示 (因为 ;如果 b! 不 能 由 4" 的 nn 个 行 向 基线 性 表 水 , 则 系数 全 
阵 和 前 稀 为 欢 64) 二 1 它 衣 与 增 广 直 阵 的 秩 相同 ,从 厅 方 和 组 
(2) 有 解 ,与 题 设 矛 盾 ) ,也 就 是 二 可 由 4 的 n 个 列 向 量 线性 表示 . 
所 以 方程 组 Ap 一 如 有 解 . 


3.7 ”部 分 疑难 习题 和 补充 题 的 题解 


1 (习题 26)， 证 明 : 若 呈 阶 方 阵 4 的 秩 为 r, 则 必 有 秩 为 一 -的 = 阶 
方 阵 B. 使 B=:0. 

证 “利用 抢 阵 的 相抵 标准 形 . 由 于 r(4)=:r' 所 以 .人寿 在 二 阶 可 逆 矩 阵 卫 、 
是 ,使 得 
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I 0 D0, 
rao= (0 路 是 4=P (0 je'. 
于 是 .存在 n 阶 智 阵 B( 或 说 取 BB) 


就 使 


-0 ee 


2 ( 习 丁 34)” 设 和 4" 是 # 阶 矩阵 5 的 伴随 和 矩阵, 证明; 
广 当 r= 

(CD reA')=41， 当 (4 
| 当 史 (和 

(2 4 1 一 14 一 

证 伴随 年 阵 4' 的 秩 只 有 3 种 可 能 一 ,1.0, 这 是 一 个 章 要 的 结论 . 

证 明 时 要 利用 4'* 的 定义 及 由 此 得 到 的 重要 结果 


和 一 和 一 | 本 | 于 (1) 
(41) 当 rt) 二 n, 妓 | 息 | 隆 0 时 .由 (1? 式 得 
0 


所 以 ， 入 " | 天 D0. 即 TA 和 A") 交 

二 一 上 时 ,| 志 | 半 90, 代入 中 存在 # 一 1 阶 非 零 子 式 . 认 4 二 
(站,) 的 匹 索 入 ,是 二 中 元 素 ou 的 代数 余子 式 , 所 以 .此 时 4 天 以 即 生 为 
非 零 答 阵 ) ,因此 rtA&" ) 室 1: 再 由 (1) 式 ,又 得 

和 0 
(利用 教材 p137 中 例 3 的 结论 )' 计 是 
(A 一 (和 sn 
从 而 
的 

综 上 , 邯 得 r4D 1 

当时 中 眉 球 子 式 的 最 高 阶 数 邱 4- 2- 所 以 中 元 家 &。 
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的 代数 余子 式 


4 一 Dr 一 0 
(因为 M, 是 a 的 余 了 式 ; 它 是 在 的 re-] 阶 子 式 ,所 以 M, 一 0), 因 此 ,4' 一 
(Avros0, 族 r4 一 0 

(2) 证 明 |4" | 一 14 一- 

注意 ,4 可 能 是 可 逆 的 ,也 可 能 是 不 可 逆 的 ,应 证 明 顺 种 情况 下 ,结论 帮 
成 立 . 

当 各 可 道 时 ,141 天 0, 由 (D 式 得 

14114 一 入 所 以 14 一 1 ， 

当 生 不 可 赣 时 ,rta) 受 mp 一 1,141=0 由 (1) 中 结论 又 知 r(4 ?一 1 或 0， 
所 以 1&" | 二 0. 因此 ,结论 也 成 立 . 

3 (习题 35) 设 各 是 ma 阶 林道 矩阵 (3 之 2? ,证 明 :4 ) 一 | 本 | 本. 

证 当 w=2 时 , 设 

a a 


则 


a 


一 a a 
A-=( )， 6 一 (人 )=4 结 论 成 立 
a a 


一 aq 
当 n>-2 时 ,显然 不 能 如 上 那样 证 明 ,一 般 的 证 法 如 下 :利用 


二 a 
= ) 


出 题 可 知 ,r(3 二 地 即 生 可 递 ) 时 ,rt4 一 na( 即 4 也 可 道 ) ,所 以 (1) 式 
中 的 么 换 为 4' 时 ,等 式 也 成 立即 


(有 一 4 (4 {21 

由 C1) 式 可 得 
1 yA 3 
[| TAT‘* [AT (3) 


青 将 二 题 的 结果 14" | 141"! ,连同 (3) 式 ,一 起 代入 (2? 式 . 即 竺 
re As 
CA A 


4 (对 题 36) 设 和 4 是 n 阶 处 阵 , 证 明 : 非 齐 次 线性 方程 组 4r==6 对 任何 
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宇都 有 解 的 序 分 必 村 条件 是 | 人 夫 0. 
证 充分 性 是 显然 的 ,因为 41 天 0( 即 盘 王 递 ), 所 以 方 释 组 4x 一 对 任 
何 5 都 有 解 
了 一 人 1 
必要 性 : 此 时 ,只 要 用 对 ?个 线性 无 关 的 由 ,PP，……a 有 解 ,就 能 证 明 
14| 寺 0- 最 简单 的 情 彤 就 取 ”个 单位 向 量 , 即 
dd jl 


设 4x -e 的 解 六 ,= (x 70 二 1s2.01,W) ,于 是 就 有 
x 一 (elyer ver) 一 于 
《注意 其 中 Cx ,x zx) 是 半 阶 宅 附 ), 有 从 而 
上 
因此 ,14| 天 0, 必 要 性 得 证 . 
5 《补充 题 39》 已 知 


卫 为 非 零 二 阶 甜 阵 ,P@=0, 则 : 
(A) 当 : 一 6 时 .oOP) 《B) 当 #t=6 时 .7(P) 
《C0) 泊 1 关 6 时 ,AP) =1: (CD) 当 #t 汪 6 时 ,r(P) 
解 ” 利 用 : 当 PQ=0 时 ,r(P)-+r(Q) 志 3. 
当 1 尖 6 时 ,r(2)=2( 因 为 |8| 一 0, 月 Q 中 有 两 个 列 向 量 不 成 比例 ,从 而 
线性 无 关 ) .所 以 


r(P)<3 一 r(@) =- 3 一 
而 己 为 非 零 算 阵 .r(P)31. 央 此 ,r(P) 一 1. 答 案 应 选 (C). 其 中 (站 显然 县 错 
误 的 ,因为 此 时 rCP) 十 r(@) 一 43. 

(A).(B) 也 不 是 肯定 正确 的 答案 . 因为 1…6 时 ,+《Q} 一 1. 此 时 、 
r(P)<3 一 rt 一 3 一 1= 2, 所 以 r(P) 可 以 等 于 1, 也 可 以 等 于 2. 例如: 


1 1 一 ! 1 1 -1 
P=|? 2 —2|. PP 4 1 加 
3 3 一 3 2 2 一 2 


都 能 使 PQO=0,P:Q=0, 而 rtP1)=1,rCP:)=2. 
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6 (补充 是 40) 设 名 一 (eyezsas)T 一 (太一 (vcz， 
coT, 则 3 条 直线 wz 一 5 十 一 0( 寺 十 基 关 Di=1,2.3) 交 于 一 点 的 充 要 条 
件 是 ( )， 

(A) gn ,on ,aa 线性 相关 ; 

《BE) qi ,a ,0 线性 无 关 ; 

CC) rte va os 一 rfo yo 

(D) es ,oa ,as 线性 相关 , 且 mm ,wm 线性 无 关 . 

解 3 条 直线 交 于 一 点 Pe 《xx ,ye) .也 就 是 线性 方程 组 

qrthyte =0, 
人 (1 
aszt byte =0. 
有 惟一 解 (zo .ys). 要 把 方程 组 (1; 有 惟一 - 解 的 充 要 条 件 归结 为 x,y 的 系数 及 
常数 项 列 疝 量 ( 即 w ,ws ,es ) 的 线性 相关 性 ,其 关键 是 要 把 方程 组 (1) 等 价 地 
表示 为 a ,9 ,a 的 向 量 方程 . 即 


Ta ye 十 一 0 (2) 
方程 组 (1) 有 惟一 解 (7 ,yn) ,也 就 是 存在 不 全 为 零 的 6，y,1 使 
二 (3) 


所 以 wez es 必 是 线性 相关 的 ;而且 @ ,ss: 是 线性 无 关 的 .村 则 ,存在 不 全 
为 堆 的 zz ,x 使 
zi Fa = 4) 
将 (3).(4) 式 相 加 ,就 有 
Cet a ty ty os 0 =0. 
如 此 ,Ce +z ,二 (天 (zy 也 是 方程 组 (1) 的 解 ,这 与 方程 组 (1) 有 
惟一 解 矛盾 . 
所 以 ,方程 组 (1) 有 惟一 解 的 必要 条 件 是 ,名 ,如 ,0 线性 相关 , 且 下 呈 
线性 光 关 . 这 个 条 件 也 是 方程 组 (1) 有 惟 - 解 的 充分 条 件 ， 
因为 .te ,a 线性 相关 . 即 存 在 不 作为 零 的 各 ,如 加 ,使 
ki ket + ki = Co 
再 由 ex ,as 线性 无 关 , 闵 可 知 (5) 式 中 的 包 天 0( 如 果 和 一 0 就 必 有 局 一 各 一 
0, 这 与 如 :各 : 妈 不 全 为 09 夏 盾 ) ,因此 
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《6) 式 表明 ,Cz .wv ) ( ! 


由 oas 的 线性 表示 的 表示 法 是 惟 的 , 见 教 材 p116 中 定 埋 3. 3) 
所 以 答案 应 选 (D). 注意 (C) 也 是 个 正确 的 . 央 为 fio .ce ,m1= 
a ;并 不 总 昧 着 t,t 线性 无 关 . 
另 一 解 达 : 将 方程 组 (1) 写 成 


fa rtoytaz =0, 


Qu rtb yeaz=D. 1 
[i 

其 中 < = 方程 组 (1》 有 非 零 解 (zy 1) 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 ， 
即 其 中 3 个 列 向 量 .wy , 线 忻 相关 - 此 时 人) 的 系数 矩 几 的 3 个 行 向 最 也 
线性 相关 的 ,不 妨 设 (esses) 可 由 人 arw 押 va) 与 (4: ,向 .cs) 线 性 表示 . 于 是 
5 "的 辣 解 方 各 组 为 


Ee 
二 可 N= 一 oz 一 一 


非 齐 次 线性 方程 组 (2) 有 惟一 解 人 fy 7( 即 3 直线 有 惟 -交点 ) 的 充 奖 条 件 
为 系数 行列 式 


2 
邯 其 列 亩 量 外 一 (aa 及 一 (名 ) 线性 雹 关 , 它 们 各 添 分 量 os ,如 得 到 
的 向 量 @ = (et .az vas) 7 二 (bh :bo wb)" 也 线性 元 关 . 

7 (补充 题 433》 设 向 量 w,8,Y 线性 无 关 ,a, 及 全 线性 相关 ,下 列 哪个 
成 立 ? 

CA) a 必 可 由 有 ,7,6 线性 表示 

(48) 有 炎 不 可 由 ,7,56 线 性 表示 ; 

(0) 6 必 可 由 .7 线性 表示 

(DY 6 必 不 可 和 由 @, 有 ?线性 表示 

解 ” 由 ,8,7Y 线性 无 关 可 知 w, 眼 也 线性 无 关 ,再 由 ,和 ,线性 粗 美 ,又 
可 知 间 可 由 0, 线 件 表示 . 即 
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-Ge 十 大 月， 
从 而 H=k.a—k BOY. 
所 以 6 也 可 由 K ,由 ?线性 表示 , 基 (C) 是 成 立 的 .于 是 (4D) 自 然 头 不 成 立 ， 
(入) 也 不 成 立 , 因 为 a 不 能 由 有 .7 线性 表示 ,如 果 6 一 一 所 此 时 ,也 站 线 
性 相关 ),e 就 不 能 由 月 ,7 二 线性 专 示 . 而 此 时 有 =0， 71( 一 0D6.8 可 
由 虑 ,Y, 人 线性 表示 ,所 以 (B) 电 不 成 立 . 
8 ( 补 侈 是 46) 设 入 为 n 阶 逢 阵 , 若 存 在 止 整数 k(k 汪 2) 使 得 Aa 9， 
但 直 :a 产 0( 基 由 加 为 呈 维 非 零 列 向 量 ) 证 明 :a,4aa. 4 线性 无 天， 
证 ”证明 的 思路 : 设 
丸 .区 十 入 三 亚 十 各 克 于 A A ==, 《1 
然后 根据 已 知 条 件 ,由 (1) 式 推出 庆祝 加 1 少 
利用 已 知 条 件 : 息 '@ 才 0.A -将 (1)? 式 两 端 左 乘 全 
En G 十 -十 入 -和 全 
其 中 = 和 +1g= 全 一 上 :8 一 人. 因此 ,出 (22? 式 得 
力 怪 -Ia 一 0 从 而 六 -0 《因为 冯 ， GD) 
所 以 (1) 式 成 立时 以 必须 等 于 再 将 (1) 式 两 端 左 有 有 《此 时 已 有 为 二 
们 :得 


A thAet | A 0 (30 
其 中 心 & 一 … 一 Ara= 0, 国 此 ,由 (3) 式 得 
加 二 1g=0, 从 而 44=0 《因为 7g 关中， 
如 此 继续 下 点 .就 得 : 欲 使 (1) 式 戒 立 ,必须 如 = 二 各 一 一 
,44Aze At! 线性 无 关 。 
| a a 


41 一 0. 所 以 


《 主 对 角 元 全 为 1 其余 全 为 a. 》 


9 (补充 题 49) 设 4 一 


a 
a a wl| 
为 # 阶 答 阵 (n 宇 3) ,aER 民 . 且 f( 和 二 n 一 1, 求 如 

解 对 第 阵 4 做 初等 变换 时 ,4 的 秩 不 变 . 现 将 各 的 各 列 都 加 到 第 
1 列 , 得 
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l+{n—lD)a a ‘ a 
lita—Da 1 we a 
ltinm Da a 0 1 
如 果 4 的 第 1 列 全 为 0( 即 1+(x 一 1)a=0 或 4 了- 时), 将 外 的 第 1 行 
乘 - 1 加 到 其 余 各 行 ,得 


0 a a 
ola 0 
4"|0 全 0 | 一 42 
0 日 日 1 一 4 
(其中 1 一 a=1 一 二 一 二 了) 入 中 存在 最 高 阶 数 的 非 稚 子 式 为 xn 一 1 阶 


的 对 角 行 列 式 ( 主 对 角 元 为 1 一 < :所 以 
秩 C4)= 秩 (4:)==n 一 1. 


因此 , 当 a= 二 ,牧人 4) 一 na 一 1 


10《 补 充 题 55) 设 nn 阶 矩阵 4 分 块 为 


As 
网 小 

其 中 A 为 上 阶 可 北 短 陈 (&<<) ,证 明 , 存 在 主 对 角 元 为 1 的 上 二 角 矩 阵 品 和 

下 三 角 和 矩阵 ,使 得 


EW 
LAU= { )， 人) 
0 B 


证 利用 4 可 造 .对 4 伍 初 等 行 变换 把 4 化 为 0. 此 时 左 乘 的 分 块 初 
等 第 阵 是 证 对 角 元 为 1 的 下 三 角 从 阵 ;做 切 等 列 灾 换 把 A: 化 为 @. 此 时 右 习 
的 分 鼎 初 等 迭 阵 足 主 对 角 元 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 ,如 此 就 得 所 要 的 结果 . 即 

了 OV An My (1 一 AL4iz C2 
(a nD) 人 a ( I ) 
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的 A ) 人 人】 
0 4 一 人 41 0 上 


村 的 0 ， 
DAs — A An A 
其 中 (2} 式 的 左边 拓 阵 为 ,右边 捧 阵 为 U, 记 昌 = 入 一 AsiAt.' 4ts ,上 式 就 是 
(1? 式 的 结果 . 
11 《补充 题 6) 设 4, 电 均 为 赔 阶 年 阵 .证 明 : 


了 男 
Cy 机 =1I—AB ; C2) 11- ABI—|1 BA|. 


(3) detCU -4AB) 二 det( 和 一 BA4) (2 为 任意 常数 ). 
证 (1) 对 式 中 的 分 岂 答 降 化 初等 行 变 换 将 生化 为 .得 到 一 个 上 = 角 
块 和 矩阵 .就 吕 得 所 要 结果 . 即 


了 oly 1 BB 
(a 中 G 站 0 站 人 
注意 ; (1) 式 中 均 为 22 界 抢 阵 ,不 是 2n 阶 行列 式 . 根据 短 阵 乘积 的 行 询 式 等 
于 其 行列 式 的 先 积 ,由 (1) 式 得 
I ?| |! 引 -| B |. 
一 4 了 | 3 工 9 了 一 481 
利用 教材 1.2 节 中 例 9Cp18~20) 的 结论 ,(2) 式 中 下 三 多 块 短 降 和 上 三 角 鼎 
矩阵 的 行列 式 分 别 等 于 
=1 和 II 一 4B 一 | 一 4B| 
于 是 由 (2) 式 好 得 (1) 所 去 证 明 的 结果 . 
(2) 只 要 证 明 (1) 中 的 行列 式 也 等 于 ,I 一 BA'. 此 时 (1) 式 中 的 分 块 矩 隆 
做 审 等 行 变换 将 吾 化 为 0, 即 


6 002 小 ©» 
18B 
| rat. 


再 利用 (1 的 结果 , 即 得 | 了 一 B41 ='1 一 ABi, 
(3) 当 ):=0 时 ,显然 有 | 一 4B1 一 | 一 841, 因 为 


《27 


由 (3) 式 即 得 
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| 4B 一 ( DIABI=( LIAlB -OC DB Ai 一 BAl. 
Xx 0 时 ,只 要 征明 
和 4 121 一 4B 及 | BI 
=|241— =|A—BA 
和 了 :了 ! 
让 明 的 患 路 与 {1) (2) 类 和 似 . 出 
1 
1 0 2 中 2 B 
1 1 
| | A I 0 [一人 48 


即 得 


(4 


又 得 
| 3| -i BATH =141--BA! (5) 
ia | 省 | 
由 (4) ,5) 式 即 得 : 当 2 关 0 时 ,| 一 4B| - i 和 一 B41|. 
“12 (补充 题 57) ”证明 : 若 态 是 mXn 知 阵 .rC4) :7: 划 存在 mXr 短 阵 
轨 ,rXn 知 阵 C ,内 r(B)=rCC 一 ”使 得 4 一 BC 
证 “利用 相抵 标准 形 , 对 于 种 阵 和 4, 存 在 wm 阶 可 道 矩阵 子 和 ?* 阶 可 逆 短 
阵 Q, 使 得 
LL0 0, 
mao (re 路 地 4 oje . OD 
将 P7'.Q-' 分 抉 表示 为 
P-'=(B,S}, 2 '- 9. (2) 
T 


其 中 :B 为 wmXr 短 阵 ,r(B)=r( 均 为 是 的 7 个 列 向 量 线性 无 关 );C 为 "Xn 
矩阵 .rCC) 一 r( 因 为 工 的 > 个 行 向 基线 性 无 关 ). 于 是 由 (1?，2) 式 竺 
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4 一 (县 ,S) 人 虽 (人 《8，0) (中 -ac 


13《〈 补 充 题 60) 证 明 : 非 零 向 量 组 a: ,as ,…….a, 线 必 无 关 的 充 昌 条 
件 足 


证 几 槛 性 足 旺 然 的 . 因为 如 果 存 站 iCiE 12.…….s)) ,使 得 克 二 如 Gi 十 
相关 ,从 而 ,全 ，…,Q, 线性 相关 ,与 题 
设 矛盾 - 

充分 性 :站 天 @. 呈 产生 ol. 旭 和. 吧 线性 无 关 { 因 为 : 设 和 民 二 丸 @, 一 0 


) 


大 和 十 生 本 ， 
义 得 oi ,as ,es 线性 万 关 ; 如 此 继 统 下 支 ,出 8 2，…, 习 1 线性 无 美 .而 
权 天 如 本 十 外 的 十 入 二 用 -1， 
即 得 加 ,0 无 关 . 

14 《补充 题 61) 设 向 量 组 @ ,人 va 线性 无 关 , 如 在 向 量 组 的 前 面 
加 入 一 个 向 攻 所 证 明 : 在 向 量 纠 有 a ,6G;…,@, 中 至 多 有 一 个 向 量 g, (1 所 
i 让) 可 由 其 前 面 的 i 个 向 量 Bm,6，… ,8 线性 表示 . 并 在 R&R! 中 做 几何 
解释 . 

证 如 果 记 和 .oz 仍然 线性 无 关 , 则 任何 (1 和 ;所 7 都 不 能 巾 断 
面 的 个 向 最 线性 表示 ;如 果 Pm.…*.@. 线性 相关 ,但 80, 同样 ,任何 
部 不 能 由 前 硬 的 i 个 向 最 线性 表示 . 

如 果 70, 是 Bt,a:，… 线性 相关 . 则 存在 和 可 由 前 而 的 i 个 向 车 
线 件 表示 - 因为 从 前 往 后 考察 ,如 果 访 @，… 详 -人 贸 线 性 无 关 , 而 处 本 
11a, 线性 相关 , 则 妇 可 由 月 ,oa 1 线 件 表示 (这 里 的 极端 情况 是 :8， 
G1 仍 线 忻 无 闫 .而 后 ，,… ,118 线性 相关 ) 再 这 :至 多 有 一 个 
is 六 可 出 前 面 的 :个 向 量 线性 表示 - 

设 w 与 巴 (0 均 可 出 前 而 的 守 个 与 个 向 量 线性 表示 , 即 
@ =k Phi th 1 (1) 


; 肯 由 


则 心 一 o[ 否 则 本 -站 mm ) ,从 而 为 一 
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包 一 2 用 | lm Fotih G+ bet 


下 《27 


其 中 太夫 DeU( 否 则 加 .om 线性 相关 ) ,于 是 由 (1) ,(2) 式 分 别 得 
B=kig (37 

Bi re | 
二 -Te EY 


由 (3) ,4) 式 得 
(1 Rt 
{FRG + =0. (5) 
由 于 ,ws 线性 无 美 ,所 以 (5) 式 中 的 系数 全 等 于 9, 从 而 (2) 式 中 
的 系数 
=ko =k dh b= 1=0 
因此 m= 二 tt, 这 就 证 明了 至 多 有 一 个 % 可 由 前 面 的 i 个 向 基线 性 表示 . 
区 中 玫 何 解释 : 设 m 二 (1,0,0) ,二 (0,1,0) ,0 二 (0,0,1). 当 = (ay 
六 0) 与 如 ,tz 共 面 时 ,el 不 能 由 月 线 性 表示 ,但 可 由 用 线性 表示 , 即 


1 
= FB" ， 


而 m 不 能 由 和 ,0 ,ae: 线性 表示 ; 当 反 = 00,5c) 与 me 共 面 时 ,oz 不能 由 用 
a 线性 表示 ,而 a 可 由 员 ,oh ,os 线 恬 奏 示 , 即 


mTp+0: om— Lo 
当 B=(a,6, 中 与 ,02,0 中 任意 两 个 都 不 共 面 ,此 时 只 有 可 由 其 前 面 的 
各 tz 线性 表示 * 即 
外 一 二 8 一 全 ou Lo. 
15 (补充 题 65) 设 生 是 一 个 严 XPm 殉 阵 , 世 mr(4) 二 和 m, 齐 次 线性 方 


程 组 4r=0 的 一 个 基础 解 系 为 bi ,be an 其 中 
b=C6 bs bed, i120 nn 


试 求 齐 次 线性 方程 组 
Fy = 0 i 2 (TD) 
二 


的 基础 解 么 所 含 解 向 量 的 个 数 ,并 求 一 个 基础 解 系 。 
解 已 知 48 一 和 (一 1,2， 2 一 训 ) 记 
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By by bm 

5 be: bn 
县 2 
By ber bm 


则 7(B}=n 一 m,A4B 二 0, 齐 次 线性 方程 组 (1) 为 
BTy~0， 其 中 一 (oo 
它 的 基 炭 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 "一 r(BT) 一 ”Cr mm) 一 严 个 .再 由 
《4B)T 一 到 4 一 0， 

可 知 ,47 的 m 个 线性 无 关 的 列 向 量 ( 朗 和 4 的 mw 个 线性 无 关 的 行 向 量 ? 是 亨 次 
线性 方程 组 87y 二 0 的 m 个 解 ,从 而 也 就 是 它 的 一 个 基础 解 系 、 

16 (补充 题 68) 设 A4 是 (xn 一 1)7Xn 短 阵 , 14, | 表示 妇 中 划 去 第 7 询 所 
构成 的 行列 式 , 证 明 ， 

CD (一 ai 14z| 5 一 "1a1)7 是 4x 一 9 的 - 个 解 ， 

(2) 蒜 14 1 他 二 1,2，,…,n) 不 全 为 夫 , 则 (1) 中 的 解 是 4x*=<0 的 一 个 基础 
解 系 ， 

证 《1) 在 4 一 (av )o-ps 的 第 1 行 之 前 添加 一 行 (添加 之 行 就 是 4 的 
第 1 行 ), 使 之 成 为 ” 阶 矩 阵 , 并 记 作 B. 即 


a a an 
an en an 
B= | an 2s azn 
Gl Goh dl 
于 是 ,B 的 第 2 行 元 束 的 代数 余子 式 ， 
Ba 一 一 [4 Az|, ， 


Bz — DA 
由 于 181 一 0, 所 以 18| 中 第 2 行 元 素 分 别 乘 其 代数 余子 式 之 和 等 于 
零 , 即 


1B| =an(—1A 1 十 aa 十 … 十 
a —D" IA.l)=0. 《CD 
又 1B| 中 第 3,…,n 行 元 素 乘 第 2 行 对 应 元 素 的 代数 余子 式 之 和 也 等 于 零 , 即 
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2 一 AD 十 aetg A + ta (1 1A,1)=0, 


《2) 
《1).(2) 两 式 可 统一 写成 
一 :4 ai aa 
网 lA a oe | 
《一 1D"1A。 ra 
一 |4 1 0 
14s1| 0 
; 一 | ， (3) 
[ia 0 


(3) 式 表明 :( 一 (Ap 14:1 (一 1"14,|)7 是 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 的 
一 个 解 . 

(2) 车 1A 1 二 1,2,"…,m) 不 全 为 零 , 由 于 | 有 A | 均 为 矩阵 入 的 n 一 1 阶 子 
式 , 所 以 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 为 "一 1, 即 r(4) 一 ”一 1. 于 是 和 x 二 0 的 基 
础 解 系 所 含 解 疝 量 的 个 数 为 一 r(4) 一 m- (na 一 1) 一 1 个 ,因此 , 它 的 非 零 解 

[A A A | 
就 古 Ax*=0 的 -- 个 基础 解 系 . 
17 (补充 题 ?1) 没入 ,稍为 x 阶 方 阵 , 证 明 ; 
r(AB) SrA) +r(B)—n, 
并 问 : 著 4 一 (as ) wns 旭 (5, 7), ,上 述 结 论 是 否 成 立 ? 
证 证 法 1: 由 3.4 节 中 例 3 可 知 
4 0 4 0 
rA)+rBD = 人 js ). OD 
对 (1) 式 石 端 的 分 块 矩 阵 做 切 等 行 . 列 变 换 , 使 之 化 为 副 " 对 角 志 矩阵 , 即 


GG 


-GC A 


由 (2) 式 即 得 
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4 0 ‘DD 一 4B 
( 2)- "lr 0 ) 
=r(D+r(— AB)=n+r(4B). (3) 
由 (3),(1) 式 , 即 得 
r{AB)Sr(A) + Bn. 
当 生 为 sx 矩阵 , 节 为 a 闪 普 邱 阵 时 ,上 述 结论 仍 成 之 - 上 面 的 证 法 仍 适 
用 ,要 注意 的 是 ,(2)? 式 中 的 单位 格 直 有 的 是 m 阶 ,有 的 是 阅 阶 . 
证 法 2: 设 4A=-- (ov )svrC4) 一 上 Be (bs )wvmyr(B) = 天 7(AB) 一 六 利用 
和 的 相抵 标准 形 .对 于 二 ,存在 s 阶 可 逆 阵 P 和 n 阶 可 逆 阵 @, 使 得 


五 0 
Pao= ) 
0 9 
于 是 
Bb Dm] PB 
ol i :| 
PAQ)NQ 9 一 { ) By Pe Bn £4) 
0 0 : 
Ba bn nw) 此 
Bu Be Bm 
i A 3 
0 0 0 
0 0 0 


其 中 sr-1B) 二 re(B) =A, 所 以 (4) 式 右边 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 为 才 ' 即 秩 
BB Bs 

r(PAO) (QT'B)= r( PABY =r(AB) = ,所 以 (5) 式 卸 阵 的 行 问 量 组 的 秩 
为 记 即 秩 { 刀 ，… 及} 一 

由 (C4),(5) 臣 可见 ,(5) 趟 中 行 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 ( 含 + 个 向 量 ) 与 
CD) 式 中 后 一 ! 个 向 量 B.，.… ,有 合 在 一 起 ,可 能 线性 无 关 , 也 可 能 线性 相 
关 , 所 以 它们 的 向 量 个 数 
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(9 一 站 之 匆 ( 仙 一下 
即 
(AB) = r=r(A) +r(B) —n. 
18 (补充 题 ?2) 设 向 重组 @ 王 Cay was yan)T 《j= 二 1,2,…,n). 证 
明 : 如 果 


la |> Det, i= 1,2m 0D 
peg 


则 向 量 组 ,0 ,…,@, 线性 无 关 . 
证 用 反 证 法 , 设 Gm;0%,… ,6 线性 相关 , 则 短 阵 
和 《Go 
的 秩 小 于 民 即 14' 一 0) ,于 是 齐 次 线性 方程 组 
Ax=0 (2 
有 非 零 解 x* 一 (ri cvzo)7 ,在 x 的 4 个 分 量 中 必 有 绝对 值 最 大 的 . 设 
[tl | | GAD). 
此 时 ,在 方程 组 (2) 中 的 第 i 个 方程 为 
Qui 十 十 ri 十 十 Qnra 三 0， 
于 是 


二 六 wm 由 
et 


ao | = |- Bes, 
从 而 
| av < 罗 lay !E1< >» la |， 


全 


这 与 题 设 (1) 式 矛盾 , 所 以 a ss, 线性 无 关 . 


向量 空间 与 线性 变换 


4.1 基本 要 求 与 内 容 提 要 


1 基本 要 求 


(1) 要 理解 维 实 向 量 空间 ?的 基 ( 或 基底 ) 与 向 量 关 于 基 的 
坐标 的 概念 ,会 求 一 组 基 到 另 一 组 基 的 过 滤 和 矩阵, 以 及 基 变 换 后 向 
量 的 坐标 变换 . 

《2) 要 熟悉 n 维 欧 氏 空 间 R" 中 向 量 的 内 积 运算 及 其 性 质 ,会 
求 向 量 的 长 度 与 向 量 间 的 来 角 ; 要 理解 标准 正 交 基 的 概念 ,会 用 施 
密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 由 一 组 基 求 一 组 标准 正 交 基 . 

(3) 要 熟知 正 交 甜 阵 及 其 性 质 . 

线性 代数 是 研究 线性 空间 (或 称 向 量 空间 ) 结 构 与 线性 变换 理 
论 的 一 门 学 科 . 向 量 的 线性 相关 性 是 研究 线性 空间 结构 与 线性 变 
换 理论 的 基础 ;矩阵 是 有 限 维 线性 空间 的 线性 变换 的 表示 形式 ;以 
mm Xman 矩 阵 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 和 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 4 与 
Ar = 上 的 求解 问题 ,是 n 维 线性 空间 到 mm 维 线性 空间 的 线性 映射 
求 “ 核 ? 和 ”全 体 原 象 "的 问题 :行列 式 是 研究 这 些 问 题 的 一 个 有 力 
工具 . 关于 行列 式 ,矩阵 ,向 量 的 线性 相关 性 以 及 线性 方程 组 解 的 
理论 等 其 体 问题 ,我 们 在 前 3 章 已 经 论述 . 而 关于 一 般 的 (或 说 抽 
象 的 ) 线 性 空间 的 结构 以 及 线性 变换 的 概念 与 性 质 ,我 们 以 打 ”* ” 
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的 形式 在 本 章 4. 3 一 4.6 节 只 作 了 简要 的 介绍 . 课时 在 40 左右 的 
院 校 或 专业 可 不 作为 基本 要 求 , 而 课时 在 60 一 70 的 应 有 所 要 求 . 
由 于 历年 来 考研 试题 都 不 包含 这 些 内 容 . 所 以 ,我们 在 “基本 要 求 
与 “内 容 提 卓 ” 中 都 不 涉及 这 些 内 容 . 也 不 作 分 节 辅 导 , 只 在 部 分 疑 
难 习 题 与 补充 题 的 题解 中 对 一 些 基 本 梳 念 题 和 较 难 的 题 作 了 题 
解 . 当然 ,必须 指出 ,前 面 的 3 点 基本 要 求 应 该 掌握 ,它们 也 是 考研 
的 内 容 . 

2 内 容 提要 

《1) R" 的 基 与 向 量 的 坐标 : 如 果 B 二 {如 , 妨 ,…,B}C3", 且 
线 忻 无 闫 ,又 Y&E RR" 均 可 由 上 B 线性 表示 . 即 

一 记 十 as 用 十 … 二 ap 
则 称 B 是 R" 的 一 组 基 ( 或 基底 ), 有 序数 组 Cai .as ，……'cev) 称 为 向 量 
关于 基 了 的 半 标 , 记 作 
on 一 (aeroyan) 或 旭 一 (aa yao)1. 

R" 中 任何 # 个 线性 无 关 的 向 量 {51,66，…, 刀 都 是 BR" 的 一 组 
基 , 因 为 及 "中 任何 二 十 1 个 向 量 都 线性 相关 . n 个 单位 向 量 
fe 二 (0410) (i 一 1,2,,n)) 称 为 Rr 的 自然 基 . 

《2) 过 渡 秆 阵 , 基 变换 与 坐标 变换 . 

设 访 一 {Qn , 抽 } 与 Bi 一 {二 , 侣 ,"…, 信 } 是 RR" 的 两 
组 基 , 自 


Ci 12 Qln 

如 21 在 22 及 村 dan 
CW) | ;|， 

Qnl ns 计 卉 | Ga 


其 中 右 端 矩 阵 4 一 (4, )wx 称 为 基 B, 到 基 B; 的 过 滤 矩 阵 ( 或 称 基 
日 变 为 基 B: 的 变换 矩阵 ),4 是 可 道 阵 . 
又 & 在 两 组 基 下 的 坐标 分 别 为 
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Ep xT) Gp y= yy 
则 坐标 变换 公 人 区 为 
Ay=x 或 y 一 4T1x. 
C3) 有 中 向 量 的 内 各 ,向 量 的 长 度 与 夹 角 - 
设 人 一 (al :aa (有 3. 则 交 与 第 的 
内 积 为 


(a =ahb arbs tT db 
= p=p'a. 
向 贡 的 长 度 ; | 一 va.oD =Vaf 二 a 十" 十 a 
向 其 c 与 如 的 夹 角 为 


cu, 有 一 arccos 人 Ca 有 
a ,Pb 一 arccos VayiaT 


yas 十 
向 量 c 与 及 正 交 (垂直 ) , 当 且 仅 当 (cz, 朋 一 0. 
向 量 的 内 积 满 足 柯 西 - 施 瓦 芯 (Cauchy-Sechwarz) 公 式 
Hp le BI. 
向 量 的 内 积 具有 以 下 性 质 、 
OD a= p.m: 
© (ath DD=C0.7)+ (BP, 
图 (ka .有 一 上 Ce 月， 
国 (&,0) 之 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 @ 二 (0,0.…,0). 
向 量 & 与 上 满足 王 角 不 等 式 
上 十 用 全 站 全 十 站 有 | 
当 gL 8 时 ,满足 勾 股 定理 
Na+ple= alt+ lpl. 
(4) 守 的 标准 正 交 天 , 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 . 
设想 ,sssER 若 
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1 , 
8,6,) = i j=1,2. .ns 


10， i5£j, 
则 {5,8 ，… ,6,} 线 性 无 关 , 并 称 它 为 R" 的 一 组 标准 正 交 基 . 
RR 的 自然 基 [e. 二 《04,10) (i 一 1,2,…,n)}) 是 最 简单 、 
最 基本 的 标准 正 交 基 . 
施 密 特 正 交 化 方法 一 一 -由 R" 的 一 组 基 { a ,0,，…,a,) 构 造 出 
一 组 标准 正 交 基 的 方法 : 先 正 交 化 , 即 


B=a, 

0h) 
BBB 
0p) 《es ,AB) 
B=m BB Bh 


_ [CA , 吕 》 Co p) Co) 
A LR Bh SP 


其 中 { 届 , 怖 ,… ,局 } 为 非 零 的 两 两 正 交 的 向 量 组 . 
再 单位 化 , 即 


一 工 :一 a 
= TRI t=1,2 en. 


则 {8,52，,… ,6,} 为 一 组 标准 正 交 基 . 

(5) 正 交 矩阵 及 其 性 质 

设 AER*", 车 Ah 一 了 ， 则 称 4 为 正 交 垂 阵 ， 

正 交 矩阵 4, 了 的 性 质 ， 

人 @ de =1 或 一 15 @@ A =A'; 

图 47( 即 4- 1 也 是 正 交 矩阵 ”@@ 4B 也 是 正 交 矩阵 . 

生 为 阶 正 交 矩阵 的 充 训 条 件 为 : 4 的 列 向 量 组 与 行 向 量 组 
均 为 名 的 标准 正 交 基 . 

凶 中 的 列 向 量 x,y 由 正 交 答 阵 4 变换 为 4x 和 4y 时 ,其 向 量 
的 内 积 .长度 及 向 量 亲 的 夹 第 保持 不 变 . 邮 
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(MAF, = CX ys 
Naxl=lxil, Ayl=lyls 
Cx CX 


4.2 ”R" 的 基 与 向 量 关 于 基 的 坐标 


全 的 基 与 向 量 关 于 基 了 B 一 (入 , 记 ,… ,及 } 的 坐标 的 概念 ,以 及 
同一 个 向 量 在 两 组 不 同 基 下 的 坐标 之 间 的 关系 ,在 内 容 提 要 中 已 
阐述 . 这 里 要 进一步 明确 以 下 几 个 问题 

(1) 一 个 向 量 @ 关 于 基 寻 一 { 电 ,让 ,…， 上 及 } 的 坐标 gz 一 (ol， 
au) 是 惟一 确定 的 . 因为 a 由 线性 大 关 的 基 向 量 素 ， 
及 ,…, 上 线性 表示 的 表示 法 是 惟一 的 - 

(2) 基 B= { 甩 ,应 ，…- ,及 } 中 的 向 量 是 有 序 的 . 同样 的 基 向 量 ， 
如 果 排 序 不 一 样 就 是 不 同 的 基 . 例如 ,如 果 Bi 一 { 甩 ,及 , 记 )} 是 本 的 
一 组 基 , 则 B:= (及 , 员 , 员 } 是 始 的 另 一 组 基 . 因此 ,如 果 向 量 K 关 
于 基 B, 的 坐标 wa 一 (2, 一 1,3)7, 则 @ 关 于 基 召 ， 的 坐标 wm 一 
〈 一 1,2,3) ,因为 

w=2p —B+3B,, 
= —B +2B +3h. 


同 理 , a 关于 基 B， -| 人， 一 去 甸 EE on 一 
(一 3, 二 ,2) ,因为 
2 


3 有 二 2 一 局 一 (一 3)( 一 了 十 诗 (4) 十 2 (一 去 局 ) 


(3) 为 什么 台中 任何 个 线性 无 关 的 向 量 { ,，…, 刀 } 都 是 
了 ?的 一 组 基 呢 ? 因为 R" 中 任何 十 1 个 向 量 都 是 线性 相关 的 , 因 
此 ,YaER' ,都 有 0,61 ,56,，… ,6 是 线性 相关 的 . 根据 定理 3. 3( 教 


172 第 4 章 向量 空间 与 线性 变换 


材 p116) ,a 可 由 名 1.6，… ,6 线性 表示 , 即 
= 十 Ts 名 十 十 让， 
且 表 示 法 惟一 . 

《4) 基 B 二 {G0,} 到 天 Bs 二 fh, 各 :的 过 渡 
矩阵 和 4 一 (av ) ,是 可 道 扎 阵 - 其 证 明 见 定理 4. 1( 教 材 p160 一 
161). 即 

车 {t ,oa ,or 线性 无 关 , 且 

《 镍 信和) 一 (Ci 0 Ge) Ca an 
则 (了 :和 h,…… ,全 线性 无 关 的 充 要 条 件 为 4 一 Ca),xs 可逆， 
即 |4j 关 0。 
例如 , 设 B={t yez ,ms } 是 线性 无 关 的 (或 是 民 的 一 组 基 ) , 若 
B=38 —@+20, 
ete 一 Gas 
及 三 50 十 os， 


即 
3 2 
(BB) ,0,0)|—1 1 1 Cx) 
2 一 1 
则 由 
3 2 5 
14l=|—! 1 0|=3+5 一 10 二 2 一 0 
2 一 1 1 


( 即 4 不可逆) 可 知 ,如 , 访 . 员 是 线性 相关 的 ， 

一 般 地 ,(* ) 式 中 刀 . 吕 , 民 与 右边 矩阵 4 中 对 应 的 列 向 量 组 
有 相同 的 线性 相关 性 - 例如 , 员 , 中 是 线性 无 关 的 ,因为 4 中 对 应 
的 (3, 一 1,2)7 与 (2,1, 一 1)7 是 线性 无 关 的 (不 成 比例 的 两 个 非 零 


向 量 是 线性 无 关 的 ). 
例 1 设 呈 一 (2,1:a, 一 13)T,0z 一 (0,1,2,2)7，0s 一 (一 2,1， 


4.2 的 基 与 向 量 关 于 天 的 坐标 
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11,11)7 0; 一 (1,3,1,2)7, 求 4a, 使 {@ .6 ,5,94j 为 3!' 的 基 , 并 求 


B= 二 (3,8,0,6)" 关于 这 组 基 的 坐标 . 
解 ” 设 rioi 寺 .raazs 十 .rses 十 TIGI 一 及 


这 个 向 量 方程 等 价 于 非 齐 次 线性 方程 组 
nl 2 0 -2 lfnl /3 
camadl™ | 1 1 3 
zs a2 11 1|llx| Io 


—13 2 11 2Jlxn| ls 


TY 


方程 组 (1) 有 惟一 解 的 充 要 条 件 为 g ,we ,es ,et 线性 无 关 ( 即 它 是 


R! 的 基 ). 所 以 题 中 的 两 个 问题 可 以 通过 求解 方程 组 (1) 一 关 


管 ,由 于 a 在 第 1 列 . 对 增 广 矩阵 做 初等 行 变 换 时 ,在 第 3.4 行 上 
均 会 出 现 w+ 很 不 方便 . 为 简便 起 见 , 我 们 把 第 1,4 列 对 换 , 即 设 


Gu 十 za gz 十 zaga 二 xi =B, 


其 对 应 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 为 


10 -2 2:3) /10 -2 2 
31 1 0o01 7 

12 1 0 2 13 a 

2 2 1 02 15 —17i: 0 
[1 0 -2 10 -2 2 3 
0 1 01 7 -5 -1 

oo -i Tilo o 1 ~a-8; 1 
0 0 00 0 e+l 1 


由 (2) 式 的 阶梯 形 矩 阵 可 见 , 当 4 十 1 隆 0 即 “天 一 1 时 ,fw yo ma， 


a ) 为 的 基 , 和 关于 这 组 基 的 坐标 (Zz,xYs ,73 .71)' 为: 


x. 一 上 (注意 (2) 中 第 4 列 为 之 的 系数 )， 
a 二 Tl 
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例如 , 当 4= 一 2 时 ,的 坐标 为 (一 1,29, 一 5, 一 5)'. 

例 2 在 RR 中 求 非 零 向 量 使 之 在 自然 基 {e; ,ez,e} 和 基 {w ， 
tz ,ws} 下 的 坐标 相同 . 其 中 

0 一 (1 一 1,2)， w=(21, ml), &=(—4,1,1). 

解 设 所 求 非 零 向 量 为 (7 rs ,zs 和 ,由 它 在 自然 基 和 基 {ai ， 
{s,s) 下 坐标 相同 ,得 


TOT ra gs 一 了 6 +r 十 .Tses。 


这 个 向 量 方程 可 表示 为 
1 ni 
Cola oa | Ta | 一 (el ez es) 四 ， 
3 Ta 
即 
| 1 2 —4] [xz 3 0 0lfz 
i 1 llzl=lo 1 0 zx 
l 2 一 1 1 = 0 0 1jLzs 
将 右边 移 项 到 左边 ,得 
0 2 —4] [za 0 
—1 0 1| zs 二 (DD 
2 一 1 0) zs 0 


解 方程 组 (1) ,得 所 求 的 非 零 向 量 为 
Cz oT2 9T3)T 一 (1,2,1)" 为 任意 非 零 常数 . 
例 3 在 民 中 , 求 由 基 Bi 一 {tm ,oz es) 到 基 B: 一 { 记 , 访 , 甩 } 


的 过 滤 矩 阵 , 其 中 
=D), 0 一 (1 一 1 1)， 0 一 (一 1,1,1); 
太一 (1,1,1)， 及 =(0,1,1)， 及 一 (0.0,1). 


又 已 知 上 在 基 B, 下 的 坐标 为 64 二 《x1 ,rsvzao)7 一 (1,2, 一 1)，, 求 
Ep, = Cyr ye ys 
解 ”由 基 B, 到 基 B; 的 这 渡 和 矩阵 为 4 一 (4,)sxs， 即 


4.2 了 的 基 与 向 量 关 于 基 的 坐标 


CB BB = .os 0) 


dy dw dss 
将 基 了 ,Bs 中 向 量 按 列 向 量 代 人 (1) 式 ,得 
] 0 0 1 1 一 faa ar 
1 1 -| 1 一 1 | Aal Qa 
i111 一 1 1 1 las a 
于 是 ,过 滤 矩 阵 
1 1 一 11 0 0 
A= 1 一 1 1 l 1 | 
一 二 1 1 i111 
1 1 of on0 2 
= 却 103110 = 去 
ol ll 11 2 
基 变 换 后 ,坐标 变换 的 公式 为 56s, 一 4's,, 即 
2 x 1 1 一 1 
yl=A r= 0 -2 2 
ys ra -2 2 0 
求 名 的 另 一 方法 ; 


根据 6&4, 一 (1,2, 一 1)" ,得 
€=@ +20 0 (4,20). 


设 a = C9119z133)7 则 
yiB + yb tty, =6, 


1 0 of 4 
1 1 0liy|=|-—2, 
1 1 llys 0 


即 


所 以 


Gal G2 QQ23 | 


Gn 
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|] 1 0 ?| 1 4 1 D 0 4 人 
3 一 1 1 0 一 2 | 三 | 一 1 ] 0|1 一 2 三 | 一 6|- 
网 1 工 i| 0 0 一 1 1 0 2 


例 4 已 知 二 在 某 B 一 14o,o ,0 下 的 坐标 为 和 一 
(1 一 2,2)5, 求 点 在 基 B; 一 {如 ,B, PB} 下 的 坐标 58s, 其 中 局 


= 二 ,B= 二 0 Ee 
解 法 1: 设 64 一 93 则 
E—=¥B +y ys =0, — 20 1 20.、 


[RE ek 十 205 

(yam tT 二 二 Ty) =0 —206 十 26% . 01) 
(1) 式 两 边 om .es ,tw 的 系数 应 相等 (因为 两 边 的 系数 都 是 关于 
基 Bi 的 坐标 ), 于 是 


法 2: 求 由 基 B, 到 基 B; 的 过 渡 答 阵 , 由 
(B= + 


立即 可 得 
L 0 3 


BB B= am) 1 Oi. 
lo 1 1 
上 上 式 右 边 的 盾 阵 即 为 由 基 B; 到 基 B 的 过 湾 矩 阵 4 .十 尾 
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1 1 l/l 3 
| 2 2 2 | 2 
i i 

如 4 部 一 | 一 诗 二 寺 ||-2= | 一 2 

1 1 .1 5 

2 2 2)\ 2) 了 
4.3 袜 中 向 量 的 内 积 ” 标 准 正 交 基 和 正 交 和 矩阵 
除了 在 4. 1 节 的 内 容 提要 (3),(4),(5) 中 所 阐述 的 基本 概念 


与 理论 外 ,读者 还 于 进一步 明确 以 下 问题 . 
(1) 我 们 定义 g 一 (al ,os) 与 有 (加 ) 的 内 积 为 
Ca, P=a bab,. (1) 
它 只 适用 十 # 维 实 向 量 空间 交 中 的 向 量 , 此 时 ， 
《Ga 一 地 十 … 十 o 六 0. 
因此 ,可 利用 内 积 定义 襄 量 的 长 度 | | 一 Ce.o7. 
对 于 维 复 向 量 空间 中 向 其 .的 内 积 不 能 如 01) 式 半 样 
定义 , 如 果 如 (1) 式 那样 定义 ,对 于 g 二 (1,2i) EO ,就 有 
Ca,0) 一 1 十 (202 一 1 一 4 一 一 3<0. 
因此 ,我 们 就 不 能 用 向 其 自身 的 内 积 开 方 来 定义 其 长 度 . 
关于 "中 向 量 @ 与 和 的 内 积 应 定义 为 ( 见 教材 p331) 
Ca =a b+abst tab, (2) 
其 中 .为 5b 的 共 赤 复数 Gj 二 1,2,…. 巩 . 此 时 , 《有 耻 隆 (,0) ,而 
是 (e .月 一 (0 .后 者 为 (B,0) 的 共 因 复数 。 
《2) 关于 六 "中 向 基 e 与 和 的 夹 第 . 
空间 解析 儿 何 的 向 量 代数 中 讲 过 : 几何 向 量 a 与 b 的 点 积 
《内 积 ) 


@ b= |al lbl costa,b). 
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从 而 a 与 8 的 到 和 角 


arby=arccos 0" 
‘a,b)=arccos TaTT5T 
因此 .我们 把 坟 中 商量 人 


_ op) 
‘eB orecos Teh pT 


但 是 必须 注意 lcosb| 委 1, 能 如 上 定义 炎 角 《e. 有 的 前 提 是 柯 西 施 
瓦 芯 不 等 式 成 立 , 即 
loi lal | BI. 

(3) 在 "中 两 两 线性 无 关 的 非 零 向 量 组 &: ,8;，… .0 不 - 定 
是 线性 无 关 的 ,例如 ,人 :中 3 个 共 面 而 互 不 共 线 的 非 量 o ， 
as .os ,虽然 两 两 线性 无 关 , 但 整体 是 线性 相关 的 , 而 在 过 中 3 个 两 
两 正 交 的 非 零 向 其 w ,ws ,&s 一 定 不 共 面 , 其 中 任 -个 向 量 都 不 能 
用 另外 两 个 向 量 线性 表示 ,所 以 整体 是 线性 无 头 的 - 

一 般 地 , 若 m ,0 ，,…,&. 是 E" 中 两 两 正 交 的 非 零 向 其 组 , 则 
ao .4 一 定 线性 无 关 . (证 明 见 教材 p168 中 定理 4.5). 附带 
说 -名 ,这 里 为 什么 要 强调 非 零 向 景 组 呢 ? 因为 零 沿 基 与 任何 非 
零 向 量 的 内 积 均 为 0, 所 以 ,我 们 也 说 零 向 量 与 任何 非 零 向 基 都 正 
交 . 因此 ,如 果 只 说 两 两 正 交 的 向 量 组 ,0 …- .0 就 不 能 排除 其 
中 有 一 个 零 向 共 , 从 而 不 能 保证 m ,0s，… ,8. 线性 无 关 . 

《4) 对 于 -组 线性 无 关 的 向 量 组 @ ,4，… ,0 ,用 施 密 特 正 交 
化 方法 ,将 其 正 交 化 时 ,得 到 的 员 , 尼 ,…', 及 必定 是 两 两 正 交 的 非 
零 向 量 . 因为 


CB) ab) 
A : 居 ) 肌 一 (天 所 和 


C08 1) 
i =1,2 (3) 


此 时 ,中 ,有 此,…, 甩 两 两 正 交 . 且 都 是 非 零 向 量 . 如 果 包 二 9, 则 由 
(3) 式 可 见 ,@ 可 由 包 , 肌 ,…1 忆 -1 线性 表示 , 面 后 者 是 由 名， 
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Gt，… 0-1 线性 表示 的 ,如此 ,本 由 太 ,ma 线性 表示 ,从 
而 和 ,as :20 线性 相关 ,与 t,t ,…,Q, 线性 无 关于 盾 . 

由 此 也 可 见 , 如 果 对 线性 相关 的 向 量 组 &; ,ee ,… ,ww 来 用 施 
密 特 正 交 化 方法 ,那么 在 正 交 化 过 程 中 至 少 出 现 一 个 吕 =0. 如 果 
记 . 妈 ，… ,1 均 为 非 零 向 量 , 而 有 二 0, 就 说 明 ,0 ,…, 妈 -线性 
无 关 , 而 名 ,0 ，…,0%-1,%, 线性 相关 . 

(5) 对 于 正 交 和 矩阵 4 需要 明确 : 它 是 n 阶 实 矩 阵 ;名 其 定 
义 为 并" 丰 二 下 当然 也 可 定义 为 447 一 间 , 由 这 个 定义 可 推出 ; 

(人 4 为 正 交 和 岳 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 列 向 量 组 是 六 的 -- 组 标 
准 正 交 基 ( 见 教材 p173 定理 4. 6). 

《ii 正 交 矩阵 4 的 逆 矩 阵 和 4 -一 AI ,从 而 

(I 

即 4T 也 是 正 交 矩 阵 , 于 是 4' 的 列 向 量 组 也 就 是 4 的 行 向 量 组 也 
是 R" 的 一 组 标准 正 交 基 . 

需要 注意 ; 对 了 maXzz 实 矩阵 4Cm<mD: 当 4I4= [时 .不 能 
说 4 为 正 交 策 阵 (因为 这 个 4 不 是 方 阵 ), 此 时 

= CB ,Be ) 

的 列 向 量 组 房 , 中 ,… .及 ( 含 m 个 列 向 量 ) 是 "中 - -组 标准 正 交 的 
向 量 组 ( 即 两 两 正 交 , 遇 每 个 向 量 的 长 度 为 1) .但 不 是 R" 的 一 组 标 
准 正 交 基 (因为 mn)， 

(6) 以 4 一 (av )wc 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 

au 十 atzzs 十 … 十 aanrv 一 0， 
an 二 eaama 十 …… 十 aenzrr 一 0， 


的 解 x 一 (1 2 x) 的 几何 意义 是 ， 每 个 解 向 量 < 与 4 的 每 
个 行 向 量 相 一 (an .ae as)G 一 1:2, mm) 都 正 交 .因为 (4) 中 
第 i 个 方程 就 是 a, 与 x 的 内 积 等 于 0, 即 
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OX= (0) =a rtasnt Tr 0 1 

附带 说 .- 句 , 通常 把 Ax==0 的 全 体 解 向 量 构成 的 解 集合 称 为 
Ax 一 0 的 解 空 间 . 记 作 NN(4); 把 4 的 mw 个 行 自 量 @ .an 
所 有 线性 组 合 

G0 at 二 十 a 
(a.s42r oan 为 任意 常数 ) 形 成 的 向 量 集合 称 为 4 的 行 空间 . 沁 
作 R(A'), 于 是 解 空间 N(A4) 中 每 个 解 自 量 * 与 4 的 行 空间 
(4) 中 每 个 向 量 都 正 交 , 因 为 
(a ta ta t,x) 
=a 0) a Gs A + 二 an (0 sx) 一 0. 

因此 ,就 说 N(4) 与 RCA41) 是 正 交 的 . 由 于 N(4) 与 RC(4!1) 都 包含 
于 "之 中 .也 说 它们 是 3" 的 子 空 间 , 所 以 N(4) 与 R(4') 足 EE" 的 
两 个 不 交 的 子 空间 . 

例 1 设 Q=(1,- 1,0. 一 ,8=(1: 一 1,1. 一 DD) ,7 一 (1, 一 1， 
1,—1). 

(1) 求 @ 的 长 度 及 8B 与 7 的 夹 角 . 

(2) 求 与 &,B.7 都 正 交 的 所 有 向 量 ,并 将 这 些 向 量 表示 为 标 
准 正 交 向 其 组 的 线性 组 合 . 

解 (1 el =v“(wsoy 一 
月 
I 


P+ TTI = Y4, 
1 二 1--141 
vv 


(B.D =arccos TE ros 


一 arecos 工 一 开 
一 arccos 万 一 可 


(2) 设 x 一 (rreyzraczri) 与 gpy 都 正 交 ,于 是 
(osxz) 一 zi 一 ma 一 一 0， 
(8 一 rs 一 一 0 01) 
FAX) 一 如 一 2 一 Ts 一石 二 0 


容易 求 得 方程 组 (1) 的 基础 解 系 为 
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和 二 (1,1,0,0)T， 入 二 (1,0,0.1)1. 

方程 组 (1) 的 解 集合 (也 称 解 空间 ) 
工 一 i 6 十 如 上 1 as 为 任意 常数 } 

二 {和 (1.1,0,0)7 如 (1.0,0.1D7 148, 为 任意 常数 ; (2) 

中 所 有 向 量 是 与 &,8.yY 都 正 交 的 全 部 向 量 ， 
但 点 与 纪 不 是 标准 正 交 的 向 量 , 所 以 (2) 式 中 的 线性 组 合 

下 E 上 妨 E 不 是 标准 正 交 向 基 组 的 线性 组 合 . 外 十 器 ,和 都 与 多， 
B.Y 正 交 , 所 以 & 与 总 的 线性 组 合 也 与 &.8,7 止 交 . 因此 ,用 施 密 
特 正 交 化 方法 由 后 ,所 构造 出 的 标准 正 交 向 量 组 ai ,5 也 都 与 &， 


B.Y 正 交 。 
令 员 = 一 01,1,0.0)7， 
中 人 0.0D7 一 二 1.0.01 
1 - 
-全 
再 单位 化 .得 
__ 1 el fll,0.0) 
T1000 =( 歼 万 0) 
1 Ro (1,0,2) 
a a01) (大 v6 而 )- 
于 是 


x 二 { 妈 81 十 kgo 11. 有 为 任意 常数 } 


T 1 1 21 oe 。 
于, 售 吉 09 上 ee( 访 一 丰 0 和 Eg G3) 


中 所 有 向 量 也 是 与 0,B,? 玫 正 交 的 全 部 向 大， 

严格 地 讲 , 这 里 还 要 证 明 两 个 解 集合 (2) 与 集合 (3) 是 相等 的 
先 证 .YBEk6 十 如 名 , 均 有 BE 集合 (3), 从 而 集合 (2) 忆 集合 
(3); 再 证 ; YPEki81 十 kB , 均 有 BE 集合 (2) ,从 而 集合 (3) 己 集 


182 第 4 章 向 量 空间 与 线性 变换 


合 (2). 于 是 集合 (2) 一 集合 (3). 理解 了 施 密 特 正 交 化 过 程 ,这 个 证 

明 是 不 困难 的 ,我 们 略 去 其 证 明 . 
例 2 设 

一 1 


| 
ES 
PR 
nm 


1 0 
2 2 
3 一 3 2 
4 ~4 5 9 2 
求 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0 的 一 个 标准 正 交 的 基础 解 系 ( 也 称 解 空 
间 的 标准 正 交 基 ). 
解 对 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 行 简化 阶梯 阵 . 即 
1 -10 1 一 ! 
A 0 0 1 1 2 . 
0 0 0 0 0 
0 000 0 
最 (zayr xz) 为 自由 未 知 量 , 依 次 分 别 取 (1,0,0)…0,1.0)， 0,0， 
1), 易 得 4x 一 0 的 基础 解 系 {QC ,os } 为 : 
如 一 (1,1,0,0,0)1， 
os 一 (一 1,0, 一 1,1,0)7， 
全 一 (1.0, 一 2,0,1)7， 
用 施 密 特 正 交 化 方法 ,出 :gw. ,es,a 得 到 的 标准 正 交 的 问 旦 组 
is es 583} 仍然 是 4x 二 0 的 基础 解 系 ( 因 为 6 .eve 都 是 包 ，os， 
&@ 的 线性 组 合 , 所 以 它们 仍然 都 是 4x 一 4 的 解 ,从 而 也 是 基础 解 


系 ). 先 正 交 化 , 令 
B =@ =(1.1,0.0.0)!, 
= .0007 一 了 01 .0,0,0)T 


二 (一 主 ; 吉 ,一 1 1.0) ， 
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忆 二 《os ,pb, ) 《os ,B.) 


BB OD BB 


1 v5 4 一 ! 开 
8 二 = 一 ， 一 一 一 :一 一 
| a vy 如 及 TE VI vis MI v 专 ) 


十 是 {81 有) 就 是 4 一 0 的 解 空间 的 标准 正 交 基 ( 即 为 标准 正 
交 的 基础 解 系 )- 

例 3 设 {oa oas val) 为 妈 的 一 组 标准 正 交 基 , 证 明 : ! 员 、 
肠 , 记 .有 也 为 尺 的 一 组 标准 正 交 基 ,其 中 ， 


所 = 二 (Fe 二) 及 一 让 


所 = 
证 需要 证 明 : (ff ,8 ) 二 0 (0 天门:( 有 有) 一 1 (=1,2.3,4). 
1 
(B=( 社 (加 十 0 二 十 04) 二 ( 乓 二 0 一 0 一)】 
由 于 当 ji 时 ,003 一 0 a) 一 10 一 1,2.3,4) ,所 以 
OBB) = FL stm 0 +0 0 +00] 


=4(1+1—1—D)=0. 


同 理 ,可 证 当 ; 夫 7 时 ,所 有 的 (及 , 吕 ) 一 0. 因此 , 避 , 避 ,天 ,有 两 
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两 正 交 ， 
(CBB) (tt to) -二 (十 本 十 中 十 
=+[ (ea) + 0) + 0 | (eveo] 


= 了 +t1+1+D=1. 


同 理 可 证 (8 ,8)==1(4 二 2,3.4). 因此 名, 局, 如 ,有 的 长 度 都 为 1， 
综 上 ,4 时 ,中 ,及 ,及 } 为 中 的 -组 标准 正 交 基 . 
上 述 证 法 比较 麻烦 较为 方便 的 证 法 为 ; 
由 于 已 知 的 ! 昌 . 久 , 访 , 吕 } 与 {el ,oa ,os ,0 的 关系 可 表示 为 


1 1 1 1 
2 2 2 2 
1 1 _1l1 _l 
2 2 2 21 
3 | 
Bi Bs ,Bs ,Bo— (ao | 1 四 (1》 
2 2 2 2 
1 -1 _l1 1 
2 2 2 2 
将 C1) 式 中 的 .BG 二 1,… ,部 按 列 排列 . 则 
(BBB B=B, Co oa ,Cl ) = 
都 是 四 阶 抵 阵 . 再 将 (1) 式 右边 的 短 阵 记 为 P, 则 
B=AP. (2) 


(2) 式 中 的 4 为 正 交 矩阵 (因为 的 列 向 量 组 为 3 的 标准 正 交 
基 ). 欲 汪 饭 , 居 . 避 . 忆 为 R' 的 标准 正 交 基 , 只 要 证 B 为 正 交 逢 阵 ， 
而 和 欲 证 B 为 下 交 阵 , 只 要 证 PP 为 正 交 阵 ( 因 为 其 个 正 交 阵 的 乘积 
仍 为 正 交 阵 ). 由 
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1 1 1 1111 1 1 1 
2 2 2 2112 2 2 2 

1 1 1 1 1 1 1 _l 

mp 2 2 21|2 2 2 2 

iI1 1 1 1 _1l 1 _11 
:2 2 2 了 | |2 加 2 2 

3 _] 1 i1ll1 1 1 1 

2 2 2 2)12 2 2 2 

1000 

0 100 

= =1I. 
i0 0 1 0 
lo 001 


可 知 P 为 正 交 阵 , 所 以 B8 一 AP 也 为 正 交 阵 ,从 而 B 的 列 向 量 组 
Bi ,及 ,及 ,8 为 民 的 一 组 标准 正 交 基 . 
例 4 设 @,es,o:oiER 证明: 四 阶 行列 式 


CO 0m) m0) (00) (00) 


出 C0) (ses) (os on》 (00) 
人 | 一 
《os 0) CG) (gs os) (os ol) 


(Rs) (as) (CO (Gy G1) 


的 充分 必要 条 件 为 ma ,oo ,om ,0 线性 无 关 - 
证 要 性 : 设 ra 十 rzo 十 Ti 十 Tag 一 0 (2) 
将 gCi 一 1.2,3,4) 分 别 与 (2) 式 右 端的 等 向 量 做 内 积 . 得 


(Qs 0 Ts Tr 十 了 Ci ) 


= 0 0 GG) rs 十 -Gy 一， 


:2.3.4. 


于 是 得 到 一 个 四 元 齐 次 线性 方程 组 
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《的 Nt TE Tt (G0 ry =0, 
Vm on iG oat) 0 r=0, 
(0 0 TF 0 zt 0 0 rn =0. 
由 于 方程 组 (3) 的 系数 行列 式 ( 即 (1) 式 中 的 行 询 式 141) 不 等 于 0， 
所 以 方程 组 (3) 只 有 零 解 , 即 仅 当 尺 一 T: 二 zx3 一 x 一 0 时 (2) 式 才 
能 成 立 ,所 以 @ .ti ,0 .0 线性 无 关 . 必要 性 得 证 . 
证 必要 性 还 可 用 反 证 法 : 设 &; ,az ,ws ,os 线 件 相关 ,不 妨 设 
二 并 0 ky 0 Tks Cs 
将 (DD 式 中 的 行列 式 |&| 的 第 2.3,4 列 分 别 乘 一 如 ,一 总 ,一 如 加 
到 第 1 列 , 则 |4| 中 第 1 列 元 素 变 为 
(CO 0 i=1 以 .3.4. 于 是 


|< sO 十 (Gy 0 ) (0 a 0 GD 一 0 


0 (GG) (mG) 《人 20) 
0 (oos) (oo ,os) (oo ,4) 
0 (Gy (GG) (ot) 
0 (Rs) (Gt) (Ci 0) 


14|= 


与 题 设 矛盾 . 所 以 mu ,oa ,0,0 必须 线性 无 关 . 

充分 性 ; 即 要 证 明 om .wa ,os ,a 线性 无 关 时 , 141 冯 0 一 定 成 
立 . 此 时 如 用 直接 证 法 ,难以 说 清楚 ,所 以 要 用 反 证 法 . 

设 14|=0, 则 垂 降 妇 的 4 个 列 向 量 饭 , 勾 , 忆 ,所 线性 相关 ， 
< 因为 4 的 列 秩 小 于 和 9. 于 是 存在 不 全 为 零 的 , ,如 ,如 ,使得 

二 局 十 二 也 十 好 十 kB 一 0 {4) 

将 |4| 中 各 列 分 别 乘 如 ,后汉 加 到 第 1 列 , 则 第 1 列 的 4 个 元 
素 为 


(sc)- 0 = ],2,3,4. (5) 
pe 


再 将 (5) 式 分 别 乘 (i 一 1,2,3,4) 并 相 加 ,得 
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3 
ka， oa)= (> Ra Ska, ) 一 0. 《6) 
全 全 


根据 (6， 0 当 昌 权 当 §=0, 由 (6) 趟 即 得 


So, - 一 ee 二 十 有 十 bts 十 和 二 0 (7) 


由 于 (7) 式 中 的 py 和 不 全 为 零 , 所 以 名 ,Gs ,6&,G 线性 相 
关 , 与 题 设 矛盾 , 因此 ,ai ,aa ,es ,al 线性 无 关 时 , 必 有 141 关 0, 充 
分 性 得 证 . 

本 题 的 结论 也 适用 于 及 "中 ”个 向 量 Qi ,os ，… ,tt 构成 的 x 阶 
行列 式 |4|. 

作为 练习 . 读者 应 能 证 明 : (对 ti ，… ,0 民 而 言 ) 

141=0 的 充分 必要 条 件 为 ,5 ，… .线性 相关 . 


例 5 设 @ ,60,,…,&, 线性 无 关 , 非 零 向 量 了 与 {0 oo， 
J} 中 的 每 个 向 量 都 正 交 , 证明: 及 wu ,oa 线性 无 关 , 并 
在 中 作 几 何 解 释 . 

证 设 二 十 二 G 二 庆 十 十 有, 一 0， (1) 
将 与 (1) 中 左 端 零 向 量 做 内 积 , 得 

CB,RB+HR ek.) (2) 


= BB Hh Be) tt Be.) 

一 (用 ,及 十 0 十 … 十 0 一 0 因为 (2) 中 后 者 为 零 向 量 ) 
而 (所 局 于 0, 所 以 8 二 0, 代 入 (1) 式 ,又 得 

局 十 下 :Ga 十 -十 友 克 
因为 a.&、…… ,0, 线性 无 关 , 所 以 所 一 外 &, 一 0, 因 此 (1) 式 
成 立时 .必须 其 系数 全 为 零 . 故 Ba .0，… ,a 线性 无 关 ， 

3 中 几何 解释 : w ,es 线性 无 关 是 两 个 非 零 且 不 具 线 的 向 
量 . 与 ai,0 正 交 , 即 垂直 于 ,0 所 确定 的 平面 ,所 以 ,9.， 
人 是 不 共 面 的 3 个 向 量 ,因而 它们 线性 无 关 ( 即 任 一 个 向 量 都 不 
能 用 另外 两 个 向 量 线性 表示 )， 


188 第 4 章 向 量 空间 与 线性 变换 


例 6 设 o es, 线性 无 关 , 遇 , 吕 电线 性 无 区, 旦 后 者 与 
前 者 中 的 每 个 向 量 都 十 交 , 证 明 : 康 , 记 ,mi 如 2 也 线性 
无 关 ， 
证 设 4 有 +k RGz 十 … 二 六 ,二 0D. (1) 
将 局 ,BB 分 别 与 (1) 式 左 端 的 零 向 量 做 内 积 .得 
(BnB trBibe ttha = BB nt Rr 0 


[BB 
齐 次 线性 方程 组 (2) 的 系数 行列 式 
| By BB 
(BB) (BB) 
“3) 式 是 根据 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 | (中 ,让 )| 扫 ‖ 吕 站 | 有 上 (等 革 
成 立 当 日 仅 当 叱 ,及 线性 相关 )。 
由 (3) 式 得 方程 组 (2) 只 有 零 解 , 即 xn 
得 二 一 起 一 一 一 0 所 以 外 ,大 ，on op 
本 题 可 以 再 推广 为 ， 
设 员 ,中 .…,B。 线性 无 关 ,& :op,&, 也 线性 无 关 . 若 1 及 ， 
把 .… .BB! 中 每 个 向 二 与 (a: ,es ,… ,80,) 中 每 个 向 量 都 正 交 , 则 入、 
PB 用 .on ,as ,Cg, 也 线性 无 关 . 
证 明 时 , 设 zi 有 十 … 十 xzo 有 十 三 辐 十 … 十 和 Er 一 由, 会 得 到 
个 娄 似 于 (2)? 的 一 个 请 元 (ri，…vxzw7 的 线性 方程 组 ,其 系数 行列 
式 是 例 4 中 类 型 的 |&| 才 0, 从 而 训 一 x 二 二 zm 一 0, 进 而 名 一 
二 … 二 此 ,一 0， 
例 7 已 知 B 二 {0 ,0s) 是 RR’ 的 一 个 标准 正 交 基 , 求 5 一 
(1:2,3)7 在 基 B 下 的 坐标 . 其 中 : 


人 
1 
3 


NB- BB 0 (3) 


一 0. 代入 (1) 式 义 
1 线性 无 关 ， 


3 3 3 
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解 ”如果 BB 不 是 标准 正 交 基 , 求 在 基 B 下 的 坐标 Ss 一 (xz). 
-ze 的 方法 为 : 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 
区 
一 和 


《en ,02 GE ) | .rz 


Ls 
而 当 B 为 标准 正 交 基 时 ,可 用 下 列 简便 的 方法 ; 

设 ra 二 ro 2738, 则 

(E00) (Crm tr Frag ,CC ) 

一 TI 0 Tt GE) (0.), C1) 
《1) 式 右 庙 的 3 个 内 各 有 两 个 为 零 ,只 有 - 那 一 项 为 非 零 , 且 Co,， 
0 ) 一 1; 即 

(E.G) IAG 0) = lil1.2,3). 


所 以 
一 22 6 
3 3 2 
= 一 2_ 44+ 了 3 一 一 
r=(6.0)= 3 了 十 二 二 1 
即 呈 = (rzaz)T 一 (一 3 一 2 一 1) 
例 8 己 知 
ao 
3 2 
了 一 | < 所 
2 _3 
7 7 


为 正 交 算 阵 , 求 ae,p,ctd. 
解 根据 卫 的 3 个 列 向 量 员 ,及 , 员 为 六 的 标准 正 交 基 , 立即 


可 得 ， 
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二 2 全 二 e+ 
1 B=16+ 二 26=1, 所 以 ce 一 十 了 ; (1) 
2 二 和 4 d+ 
I= 有 十 竹 十 26 一 所 以 4d 一 土地 (2) 
再 由 (应 , 房 ) 一 0, 即 
3,,2 6 。 
一 广 4+ 了 一 息 =0 (3) 


当 c 一 人 时 ,由 (3) 式 得 di= 过 .这 不 符合 (2) 式 必须 满 呈 的 要 
求 .所 以 c 关 全 
当 c 一 一 人 时 ,得 d 一 一 全 (满足 (2) 式 的 要 求 )- 


d 子 仿 , 否 则 由 (3) 式 得 c= 二 ,这 不 满足 (1) 式 . 


综 上 .ce 一 4 一 一 了 

图 由 ( 忆 . 尼 ) 二 CB.) 一 0, 得 
3 18 2 
了 “45 二 40 


求解 方程 组 CD ,得 ao 一 .0 一 一 全 .此 时 ,| 记 ‖ 一 1 


2 


结论 : 当 z 一 生 ,6=c 一 2 一 一 人 时 ,为 正 交 矩阵 . 检验 结论 
是 否 正确 ,可 计算 PrP. 看 它 是 否 等 于 单位 抢 阵 了 

例 9 试问: 正 交 纸 阵 4 = (au )。 ,的 元 素 a 与 其 代数 余 于 式 
A, 之 间 是 否 有 其 种 确定 的 关系 ? 

解 由于 4TA 一 下 所 以 4 一 AL, 县 14r41= TAI4I= 
14 上 ==1, 即 |4|== 士 1; 又 因为 
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:一 
4 
其 中 4 为 4 的 元 素 a, 的 代数 余子 式 4, 构 成 的 策 阵 (4A, )，…* 的 转 
置 . 即 


A 及 “一 土 A*， (1) 


A =(A)T,, (2) 
于 是 由 (1).(2) 式 及 A ' 一 4 二 (wu,),, 即 得 


a da “| A A eA) 


Oe a A A 人 人 |. 


oo 

由 (3) 式 可 见 , 正 交 玫 阵 4 的 元 素 wy 与 其 代数 余 于 式 A。 之 问 有 下 
列 确定 的 关系 : 

当 |4l=1 时 ,a, =A, (i,j=1,2,. 1); 

当 |4| 一 一 1 时 ,一 一 4 (Gi,j=1,2, 0), 

例 16 证 明 : 如 果 下 三 角 矩 阵 4 一 (av ), 为 正 交 和 托 阵 , 则 4 
必 为 主 对 角 元 为 土 的 对 角 和 矩阵 ， 

证 用 数学 归纳 法 证 明之 . 当 ”一 2 时 ,由 


11 0 
Gal a2 


易 得 : 性 一 1 ,所 以 az 一 
anasz 一 0, 所 以 a 
十 时 一早 一 1 所 以 au 一 士 1 
因此 ,结论 对 n=2 成 立 . 假设 结论 对 wn 一 1 阶 下 三 角 和 矩阵 成 立 . 下 
面 证 明 对 = 阶 下 三 角 托 阵 也 成 立 . 
现 将 二 阶 下 三 角 矩 阵 入 分 块 表示 为 
A 0 
| (4) 
a a 
其 中 为 1X(n 一 1) 拭 阵 .A&u 为 n 一 1 阶 下 三 角 和 矩阵 .于 是 由 


1 
Cn Aal af | ea 21Q23 


六 TA 一 | 


2 
0 az G2 21 QQ22 
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人 


2 人 
作 LAn+tare “| 


? 


四 


人 a 
即 得 : at 一 1 .所 以 a 二 士 l :awn@ 一 90, 所 以 a 一 0; 
为 一 1 阶 正 交 矩阵 . 根据 
归纳 假设 4: 为 主 对 和 元 为 二 1 的 对 角 和 矩阵 ， 
综 上 .由 (4) 式 可 知 4 也 是 主 对 角 元 为 士 ] 的 对 角 短 阵 . 
例 11 (补充 题 51) 设 和 4 为 正 交 窟 阵 ,I 十 A 可逆, 证 明 ， 
(Ci (I 一 A4) (I 十 4&4)! 可 交换 ; 
(2) 《1 一生) 十 4) 为 反对 称 矩 阵 . 
证 《1) 因为 I- 二 (I 一 A)CI 二 4) 二 (十 4) (1 一 4) ,所 以 
(十 4) -15 一生 (十 和 本) 一 (一 4) -CT 十 和 )CT 一 4) ， 
即 (二 4) GT -4)CGT 二 4A) 一 (一 人 )， 
在 等 式 两 端 右 莱 (I 十 4)”' .从 而 就 有 
(HA CF—A)=(I—AYCITA)T!. 
故 (一 4)CiA) ' 可 交换 . 
(2) 当 B' 一 - B 时 . 称 昌 为 反对 称 答 阵 .于 是 ,由 
COT- AYCIHAY i= (C4 A CA)T 
二 (I 二 A710 一 41)( 利 用 AT4= 了 了 
AATD) AT(A—-D=CATD AIA'(A D 
二 (A++D-'(A4—D=—(IrA) '(I- 4) 
一 一 《1 一 和) (I 十 A4) ‘(最 后 的 等 号 利用 (1) 的 结论 
敬 (I 一 4)CI 二 A)- 为 反对 称 抢 阵 - 


“4.4 部 分 疑难 习题 和 补充 题 的 题解 


1 (J 是 17) 检验 下 列 集合 对 指定 的 如 法 和 数量 乘法 运算 ,站 坎 构成 实 
数 成 上 的 线性 空间 ， 
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《1) 全 体 盖 阶 目 交 托 阵 ,对策 阵 的 加 法 和 数 基 乘法 ， 
(2) 平 而 上 全 体 疝 量 ,对 适 常 的 向 量 加 法 和 如 下 定义 的 数量 乘法 
ka-0 
其 中 EK 民 ,a 为 什 意 的 平面 向 基 省 为 零 向 量 . 

(3) 全 休 正 实数 叉 ,加 法 与 数量 习 法 定义 为 

aBb- ab, ke d=at. 
其 中 a ,BE RI RE. 

解 检验 -个 非 空 集合 VV 在 数 域 下 工 对 害 义 的 如 法 和 数量 乘法 (简称 
数 乘 ) 是 侣 询 成 一 个 线性 空 间 , 需 要 检查 : 集合 对 黄种 运算 是 否 封闭 以 及 两 
种 运算 是 香 满 足 定 义 中 指出 的 8 条 运算 规则 . 只 要 有 一 点 不 满足 在 上 上 
就 不 构成 线性 空间 . 

(1) 两 个 正 交 年 阵 相 机 不 -… 洗 是 正 交 岳 阵 (例如 ,单位 算 隆 工 是 正 交 算 
阵 , 但 IHI=24 不 是 正 交 怎 阵 ); 数 上 与 正 交 和 抵 阵 入 栅 莱 , 当 & 隆 1 时 ,R4 电 
不 是 正 交 下 阵 . 所 以 全 体 正 交 捞 阵 的 集合 对 年 阵 的 加 法 和 数 乘 运算 都 不 封 
闭 , 因 此 , 它 不 构成 一 个 线性 空间 . 

(2) 平面 上 全 体 向 量 , 对 定义 的 数量 洪 法 上 "一 0, 不 满足 8 条 规则 中 的 
第 5 条 , 即 Ya 

1 a 一 0 天 必 
所 以 ,此 时 平 量 上 的 全 体 向 最 也 不 构成 线性 空间 . 
(3) 这 里 2+ 对 定义 的 加 法 和 数 乘 在 实数 域 R 上 构成 一 个 线性 空间 . 因为 ， 
YabER! ,和 和 YEER, 
aPDh=abE Rts Ra 以 全 及 - 
即 R- 对 定义 的 加 法 和 数 乘 运 算是 封闭 的 . 呵 县 两 种 运算 电 满 中 8 条 规则 , 即 
Yah.cERt ALE 有 ,有 

D aDp =ab=ba=MDa; 

D (aPN De--abDe =ahr=aBbr=aDHD): 

名 R+ 中 的 1 为 加 法 零 元 9, 它 对 于 任意 的 a€ 吧 + , 均 有 “四 0 一 “由 1 一 
al-:ai 


国 YaER+ , 它 的 加 法 四 负 天 为 二 ER* , 即 
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aB lL =a =1=0; 
a a 


@ 1'a=a 

@k- aa) a — (ka 

DD +O) a =atti=ata!— ata kal a 
注意 : 这 里 * 十 ”是 实数 域 及 中 的 数 的 加 法 ,而 “四 ?是 R- 中 定义 的 加 法 . 

OE- CaD)—k. (Cab) Cab! =atpt 

=a'DH =E* aDk * &. 

2 (习题 18) 爹 体 复数 C 在 实数 域 有 上 和 在 复数 域 C 上 ,对 通常 的 数 的 
加 法 和 数 乘 运算 是 否 都 构成 线性 空间 ? 如 构成 线性 空间 ,其 维 数 是 多 少 ? 并 
给 出 一 组 基 . 

解 ” 全 体 复数 C 在 实数 域 上 ( 记 作 C (R )7 和 全 体 复 数 C 在 复数 域 C 上 
( 记 作 C CC )) ,它们 的 加 法 都 是 复数 的 加 法 ,而 其 数 乘 则 有 区 别 : 

在 C (R ) 上 的 数 莱 为 (其 中 ER ,zE CD); 

在 CC ) 上 的 数 乘 为 kz( 其 中 EC ,zEC). 

容易 验证 .CR) 和 CC ) 对 复数 的 加 法 和 数 薪 运算 都 封闭 ,而 且 两 种 
运算 满足 定义 中 规定 的 8 条 规则 ,所 以 它们 都 构成 线性 空间 . 

但 是 它们 的 维 数 是 不 同 的 . 

dimC (了 ) 一 2. 因 为 如 (R ) 中 数 乘 kz 的 数 为 实数 ,所 以 Yat+biEC 
(其 中 xs5E 及 ), 它 是 a 与 1 相 乘 加 上 与 1 相 乘 , 即 它 是 1 与 的 线性 组 合 
而 1 与 1 是 线性 无 关 的 ,因此 {1, 计 是 S (BR ) 的 一 组 基 - 

dimC ( 尼 ) 一 1 因为 C (2 ) 中 数 乘 kz 的 数 k 为 复数 . 所 以 Ya 十 身 E 忆 均 
可 视 为 a 十 上 与 1 相 乘 .因此 ,41} 是 CCC 7 的 一 个 基 - 当然 , {2} 也 可 以 是 
(CJ 的 基 , 此 时 ,Ya 外 EC 


“ 泊 他“ 


ec). 


3 人 了? 设立 是 数 域 下 上 的 一 个 虹 检 生 则 是 
立 的 一 个 子 集合 ,如 何 兰 断 W 是 否 是 域 下 上 的 一 个 线性 子 空间 ? 

根据 定理 4. 9( 主 教材 p178),“W 是 V 的 一 个 子 空间 的 充 要 条 件 是 W 关 
于 V 中 的 两 种 运算 (加 法 与 数量 乘法 封闭 ”因此 判断 W 是 否 是 V 的 子 空 
间 , 只 要 判断 多 关于 中 的 两 种 运算 是 否 封闭 . 例如 : 


atdi=k(2)= 2 二 名, 2 (T= 
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《1) 以 严 X7 实 拖 阵 生 为 系数 短 阵 的 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 集合 
5, = {x|Ax=00 
是 RR" 的 一 个 子 空间 ,因为 4x 一 0 的 解 是 n 维 实 向 量 ,而 且 Yo,BE So 与 YkE 及 , 均 有 
AcatB—AatAp—0+0—0,Bm etpeS,, 
Atk@)—AAe:-k0 0. kaES,. 
所 以 解 集合 S, 关于 向 量 的 加 法 和 数 葱 运算 封闭 . 因此 .S, 是 R' 的 一 个 子 空 
间 ,也 称 4&x=0 的 解 空 间 .4x= 和 的 基础 解 系 就 是 它 的 解 空间 的 基 . 
而 非 齐 次 线性 方程 组 Ax=:b 的 解 集合 
S={x|Ax= 且 
不 是 区 的 一 个 于 空间 .因为 YasBE S， 
ACa+B =Am+AP=b +b=2bzb, 
即 a 十 ES, 所 以 S 关于 向 最 加 法 不 封闭 ,因此 5 不 是 "的 一 个 子 空间 . 
《2) 卞 列 人 :的 子 集 合 , 哪 些 是 只 的 子 空 间 ? 并 求 一 组 基 - 
BD Wi= {ry | ay 0); 
@ We= {rsp 2)|r—2y+3 ol}; 
DW (2 elsE R's 


ow {el 


BW.= | 本 


解 “ 克 是 空 的 子 空间 ,因为 贸 , 是 卉 次 线性 方程 zx 一 2v 一 3z 一 0 的 解 集 
合 . 它 的 基础 解 系 ( 即 解 空 间 的 基 ) 为 :9 =(2.1,0)T ,下 =( 一 3.0.1)7- 

W, 的 几何 意义 是 空间 直 第 坐标 系 中 过 原点 的 平面 7 一 2y +3<=09 上 的 
全 体 疝 量 (zy,s). 显然 , 它 关 于 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 是 封闭 的 , 邵 这 个 平 
面 上 任意 两 个 向量 相 加 仍 在 这 个 平面 上 ,任意 向 量 乘 常数 上 也 在 这 个 平面 上 
《注意 向 量 的 起 点 都 在 原点 点 为 (Tvs) 

W, 不 是 名 的 子 空间 , 它 是 非 齐 次 线性 方程 < 一 2 一 3 一 ] 的 解 集合 . 
W, 的 几何 意义 是 平面 z- zy 十 3 一 1 上 的 全 体 向 量 (起 点 在 终点 坐标 
为 (tT.y.x)) ,显然 这 个 平面 二 的 向 量 关 于 向 量 的 加 法 和 数 乘 都 不 封闭 ,例如 
(zwve) 在 平 商 上 , 数 乘 20r,y,z)=:(2z.2y,2z) 就 不 在 平面 上 
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本 ,一 人 12,s|sE 及 } 也 不 是 的 子 空间 , 它 是 过 点 (1.2,0) 且 平行 于 = 坐标 
轴 的 直线 上 的 全 体 向 量 . 从 几何 上 易 见 , 它 关 于 疝 量 加 法 和 数 乘 均 不 封闭 . 如 
人 ,2,3)E 负 :， 而 天 天 1 时 ;1,2,3) (R28,34) 已 Ws( 因 为 上 关 1,2& 才 2)、 

W, 是 下 ' 的 一 个 子 空间 , 它 是 齐 次 线性 方程 组 3z 十 2y 一 0,2z 十 zx 一 0 的 


解 集合 ,这 个 解 空间 的 基 为 a= 【一 到 , 立 ,1 ) , 它 的 几何 意义 是 过 原点 的 直 


线 半 一 -光一 羡 上 的 全 体 向 量 ,显然 , 它 关 于 向 量 加 法 和 数 琵 运算 是 封闭 的 . 
W: 不 是 本 的 一 个 子 空间 , 它 是非 齐 次 线性 方程 组 
人 37 十 2y 一 1 
| 


(7—1)=2(272). 2z 一 xz 一 0. 


的 解 集合 . 它 的 几何 意义 是 不 过 原点 的 直线 5! 一 后 一 < 上 的 全 体 向 


量 . 它 关 于 向 量 加 法 和 数 乘 向 量 运 算 不 封闭 - 
(3) 在 数 域 F 上 的 线性 空间 V 中 ,一 个 向 景 组 {a ,6 ，…,0,} 的 所 有 线 
性 组 合 构成 的 集合 煞 , 是 V 的 一 个 子 空间 , 称 为 由 ,0 ,ea 生成 的 子 空 
间 , 记 作 斑 =ILCa ,i,…,@); 旭 
(i 


如 果 向 量 组 {0 ,ao ，…,@,} 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 
(GD 
则 刺 =EKel ,oa gr) 一 上 (Ge eyes ) 并 称 { 0 vs 为 于 空 


间 刺 的 一 维基 ,dim 色 一 大, 即 风 为 V 的 一 个 业 维 子 空 间 - 

用 施 密 特 正 交 化 方法 .由 多 的 茜 {0 ,as eu } 可 以 求 得 WW 的 一 组 
标准 止 交 基 1 ,可 各) 

4 (习题 24) ”在 RR 中 , 求 向 量 组 i ,tw ,0 ,4} 生 成 的 子 空间 的 基 和 维 
数 ,并 求 子 空 间 的 一 组 标准 正 交 基 , 其 中 :om 一 (2,1,3,1),@ 一 (1,2,0,1)， 
四 一 (一 1 1 一 3,0) ,0 = ,1,1,1). 

解 法 1; 利用 第 3 章 中 求 极 大 线性 无 关 组 的 方法 , 可 求 得 {@ ,gr 0， 
qa,} 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 {mi ,ts yo 所 以 dimLCo :wow ) 一 3. 再 利 
用 施 密 特 正 交 化 方法 由 {0@ :oa ,o,} 求 得 子 空间 的 一 组 标准 正 交 基 {8. ,5 ,和 让 

法 2: 直接 对 {m ,ms ,es ,ai} 来 用 施 密 特 正 交 化 方法 求 (0 ,0 ,7,0 
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的 一 组 标准 止 交 基 , 先 正 交 化 , 令 
B= =(2.1,3,1), 
Lb 黎 詹 和 -3.0 一 到 G.13. 
- (村 本 ,一 1 三)， 
和 


(1,1, 3,0) 10 _ {1,5S, 1.2 
一 11, 一 20 一 了 Ga1.3,D 一 (于 , 壮 ， 1. 子 ) 


一 50,0,0.02. 
这 里 求 得 的 品 一 各 ,表示 ws 可 由 mm ,ge 线性 表示 , 即 ,tw , 是 线性 相关 
的 ,继续 作 正 交 化 , 求 员 ,使 贞 与 员 , 各 都 正 交 , 得 
Com hy -Cos , 甩 ) 


Co 


一 GD 一 再 3,D 一 癌 ( 言 ' 语 ， 二 全) 
= 替 ( 一 4 一 1, 一 1,18)， 
再 单位 化 ,得 
1 
Ba: TT = -和 人 1 = 扁 %52 
~ 证 Ta 5 (可 可 率 , 寻 其 )= 1 


的 人 

5 (习题 33) 设 Vi 一 LQ Gs) yVa 一 工 (中 ,各 ) 求 风门 V 十 W 

的 某 和 维 数 ,其 中 : 一 (1,2 ,一 1 一 2) 加 一 (311 一 全 10， 
1 — D:D = 026, 一 6 一 5 ,B= 1,2.—7:3). 
解 设 $EWVINVY,. 即 SEV, 且 5EV:, 本 是 

= 十 Te 克 十 二 的 二 一 Zz 所 一 攻 庆 ， 人 CD) 
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TI ss | n+rsF =0. 《2》 
《2) 式 等 价 于 下 列 齐 次 线性 方程 组 4r 一 0, 即 
nn I 
13 -1 2 一 
™ 21 0 6 2 
(mmm BB = "|= 

EE i 1] 8 | 0 3) 

人 2 

—2 1 -1 —5 3 0 
2- Ts 


对 方程 组 (3) 中 系数 秆 阵 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 避 即 
13-1 2 -0 /1000 -12 
01 0 -1 —2| Io 100 
0 1-73 -9 oolo 3 
oo 0 1 4 0001 
由 人 4) 式 得 4&x=0 的 -- 般 解 为 
x 一 (rzresm yx 一 克 12. 一 2 一 3 一 4 0 £5) 
将 (5) 式 中 的 as 代入 (1) 式 石 端 (或 将 ,rayzs 代入 (1) 成 左 端 ), 即 得 
友人 间 V, 中 全 部 向 量 , 即 
站 WV 一 85 一 有 4 一 息 ) 必 为 任意 常数 } 
一 1 有 一 上 (9 ,22, 一 17, 一 23) ,让 为 任意 常数 }. 
所 以 ,qimtV 门 Y:) 一 1. 它 的 基 疝 量 为 9 一 (8922 ,一 17,， 一 23). 
VtV 一 工 (0 ss 2) 十 上 (有 .PB) 
一 工 Con ,0 ,0 B,D). 
由 ( 拉 趟 可 见 . G0, 甩 , 访 } 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 {6 ,om ,os， 
所 } ,所 以 


一 中 £4) 


dimCWi+V2)--4， 即 VW 十 VW 
te ,os .a 局 1 是 它 的 一 组 基 . 当然 .既然 Vi 十 V 
如 自然 基 吉 ,B84,5;) 也 部 是 人 WV 十 Vi 的 基 
10 0 
0 wo 0 


二 1 十 v3Si 
pt 


6 (习题 30) 设 4- ;其 中 = 


D 0 of 
《1) 正明 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 ,对 于 年 阵 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘 法 构 
成 实数 域 上 的 线性 空间 . 
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《2) 求 这 个 线性 空间 的 维 数 及 一 组 基 . 
解 (1) 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 构成 的 集合 , 记 为 
PK4) =ip(A)| pCAY=alta ht TaA",nEN a ER}. 

欲 证 明 PLA) 关 于 矩阵 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 构成 实数 域 上 的 线性 
空间 ,应 按 定 义 , 证 明 PK4) 关 于 两 种 运算 封闭 ,而 且 满 足 师 种 运算 的 8 条 
规则 、 

设 记 (4) :加 (4)EPP(4) ,ER 民 , 且 

Pi (A) a ITA TanA", 
和) 二 后 十 加 左 十 下 十 6 入 ”十 十 本 入 
《其 中 m,n 为 任意 自然 数 ,1 二 4), 则 
pi (AI+ pilA) Cath te tb) 十 
an fb) A" 十 … HbA" EPCGA), 
Rp (A) = kas T+ ka A-t er" +kanA" E PLA). 
所 以 ,P(4) 关 于 抵 阵 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 的 两 种 运算 封闭 - 而 且 两 种 运 
算 显 然 满足 定义 中 规定 的 8 条 规则 (不 详 述 ) .其 中 : 

第 3 条 ,加 法 的 等 元素 为 4 的 零 多 项 式 6(4)( 即 系数 全 为 0 的 多 项 式 )， 
因此 ,Y 户 (4), 均 有 户 (和 ) 十 8 和) 一 庆生 )， 

第 4 条 , p (4) 的 久 元 为 一 p(t4), 于 是 YPp(4), 均 有 p(tA) 十 
(—p(4)) =OCA). 

因此 ,PC4) 关 于 上 述 两 种 运算 构成 实数 域 上 的 - -个 线性 空间 . 

(2) 由 于 避 二 1, 即 ww 是 方程 <* 一 1=0 的 一 个 根 , 所 以 


1 0 0 100 
= 二 ， 将 oo 1 0|= 工 
0 0 0 0 1 


因此 ,4 的 任意 实 系数 多 项 式 刀 (4) 均 可 由 了 于 4,4 线性 表示 ,而 了 及 ,A4* 是 线 
性 匹 关 的 , 即 , 设 
上 了 二 各 及 十 & 左 ' 一 00 雪 和 矩 阵 )， Ci) 
《1) 式 即 为 
加 ,十 :十 大 ， 0 0 
| 0 和 十 和 和 十 0 
0 0 证 ko 二 Ry 


一 ix- 
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i 十 :十 ks 一 0 
人 《2 
十 二 各 二 0. 
方程 组 (2) 只 有 和 零 解 , 因 为 系数 系列 式 
| 1 1 
] 


综 上 ,P(4) 为 三 维 线性 空间 , 它 的 一 组 基 为 1,4,4 
了 (习题 327 设 


1 0 0 
A=|0 1 90|， 
3 2 2 


求 尼 :* 中 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 所 组 戌 的 于 空间 的 维 数 及 … 组 基 ， 
解 设 B=(&,)+.a 与 息 可 交换 , 即 A4B 一 B54. 村 是 


1 0 0] fb ba fhs Bb bh Ba]fl oo 
E 1 Odip, be Fh bo bs bol lo 1 0|. 
[3 2 2 | biz | bo be Bb] l3 2 :| 
如 
| A bys A 
be: Bes bs 


(0, 2h 2ba 361s + 26:2 +26s Bhs 十 252; + 2bss 
tt3by bs t2p.: 2b 
bt3bes hs 26s 2bzs |. CD 
有 十 3Ba。 ps t+26sy 2bsy 
由 (1) 式 师 端 证 阵 对 应 元 素 相 等 ,得 

一 名 一 0， 


ba 36a =36 二 22 
C2 


一 bs | 2b: =36: + 2b 
其 中 如 ,ba sbm ,fs 可 任 取 - 再 由 第 3 行 第 3 列 元 素 相等 ,得 26, 一 26,: ,这 表 
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明志 ,岂可 任 取 .如 此 ,由 方程 组 C2) 可 解 得 : 
Ph = O36 — 2 十 303 ， 
bs = — Ss — 262s + 2bas. 
综 上 ,与 所 可 交换 的 所 有 矩阵 日 为 


Bb 
B= bat (3) 
~ 3611 —2hal + 3bss 
(3) 式 的 如 可 表示 为 
10 0 a 
B=60| 0 0 0 一 5 1 
-3 oo 站 
0 0 0 0 
blo 1 0+ 和 | (3) 
日 一 2 0 3 


其 中 :如 1 Ds yp vb oi; 为 任意 常数 . 

结论 : 与 4 可 交换 的 所 有 算 响 8, 是 (1) 式 中 5 个 和 矩阵 的 所 有 线性 组 合 ， 
即 足 册 这 5 个 矩阵 生成 的 R :的 -个 子 空间 , 这 5 个 矩阵 是 线性 无 关 的 , 因 
为 没 (4) 式 等 十 零 矩 阵 , 即 (3) 式 为 稚 征 阵 ,网 必 有 加 一 和 一 加 二 Br 二 的 人 
因此 ,这 个 了 空间 的 维 数 为 5, 而 (4) 式 中 的 5 个 矩阵 就 

8 (习题 28) 设 RLxJ, 的 旧 基 为 Bl = 1, es 
1411 一 .69] 二 x 十 下 一 十 开 十 并 小 十 开 十 莒 二 区， 

(1) 求 由 旧 基 到 新 基 的 过 渡 卸 阵 ， 

(2) 求 多 项 式 p07) 二 1+2x13 二 4 十 37 在 Bo 下 的 坐标 ， 

(3) 若 多 项 式 f(z 在 拓 B, 下 的 坐标 为 (1,2,3,4,5)", 求 它 在 若 下 
的 坐标 . 

解 (1) 记 基 B: 中 的 5 个 多 项 式 依 次 为 po C0 户 (r) 人) 和 Ce， 
户 (z)- 则 


Cp pr pl pi b(n)) 
上 1 1 1 


《1) 


一 (Lo yt )》 


GE SS 
避 oo 一 


11 
1 1 
1 1 
0 1 


oor- 
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《1) 式 右 端 矩阵 4 就 是 旧 基 8B8, 到 新 基 8B。 的 过 渡 和 矩阵 ， 
(2) 设 pc) 人 在 基 Bi,B。 下 的 谷 标 依次 为 {pe}s 一 (rrayriyzi， 
1 =,45)T ,ps = (yy 135349307, 则 


ED 1 1 一 1 9 0 ofl 一 上 
Y: EE 日 1 一 0 4 一 上 
六 |=4 x=j0 9 1 一 1 0113|= 71|. 
EA I 0 3 0 1 一 1 一 1 
5 0 9 站 0 li ls 5 


(3) 法 1: 也 设 (f(r)}s (Cnr rss Rms), {f(x)}s, = 
Cy yy = .34,5)7, 则 


工 ] 1 1111 雪人 15 
Ea 2 oo111 2 14 
r=A43|=0 01 11)|3 =|12 
EE 4 0 00 1 Ht 9 
Is 3 0000 lls 5 


法 2: 由 (rtz)jm 一 (11,2,3,415)7 ,得 
Fr le polr) +2p (r+ 3pa(r) t+4pa tr) + 5p x) 
二 1 十 2(1 十 十 3(1 十 fT 二 二) 十 4(1 十 z+ 十 ZT 十 ) 十 
SC Frtr tr t+) 
15 十 14z 十 12 妆 一 9z34 + S57. 
所 以 (fC)}s 一 (15,14,12,9,5) 7. 
9 (习题 25) 设 交 所 7E R" ,cvcz sn EK , 且 ces 了 4, 证 明 : 车 cc 二 ce 有 
cyY:=0. 则 Te: 用 一 7)、 
证 由 于 子 空间 是 向 量 的 集合 ,因此 要 证 明 两 个 子 空间 相等 ,必须 证 明 
它们 互相 包含 ， 
先 证 : /Ce, 有 性 工 (用 7). 
设 $E La. 月 即 5 二 机 grk 有 ,由 于 
AatePte r= (0A), 


所 以 e 一 一 全 有 全 六 ,因此 


< 
a 
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人 (一 全 十 外] 有 一 全 和 ?ET 人。 
帮工 CCL) 
再 证 : LR CELCa :用 . 
设 9E LC8, 人 ， 即 习 一 避 及 | ko 再 由 cw 十 ce 有 cs7 二 0(cs 隆 0) .得 


因此 Li 
故 (BDCLCa,P. 
综 上 , 即 得 Le ,用 一 工 ( 呈 7 
10 (习题 27) 设 !a ve ,… 0.} 是 n 维 线性 空间 V 的 -组 基 . 又 Y 中 则 
量 %+ 1 在 这 组 大 下 的 坐标 Cr ,es，-… ,zi) 全 不 为 鹤 . 证 明 多 ,os oo yo 
中 任意 ”个 向 量 必 构成 Y 的 - -组 基 , 并 求 mW 企 基 1 ,oa 下 
的 坐标 . 
证 ” 先 汪 明 多 ost si 线性 无 关 ( 即 是 六 的 
一 组 基 ). 设 
和 十 (1) 
~1 


Gt (一 人 BEL. 


则 名 rt 一 人 否则 加 CR 


和 @,) ,这 与 av 在 基 te. ,ai 下 的 坐标 全 不 为 零 矛 盾 ) .从 而 (1) 式 中 的 其 
余 系数 也 必须 全 为 零 ( 因 为 四 -9G+ 9 线性 无 关 ) 故国， 
ti 中 任何 个 向 量 都 是 V 的 - -组 基 . 

得 由 名 吕 一 国 针 填 二 本 十 一 -gs 天 Di 1,2,… sm) 得 


Gt te 
所 局 在 基 ! 乓 ,Qt1 1 下 的 坐标 为 (一 于 ,一半 1) 
11 -1 0 i 
, ， 2 3 1 -1 5 
41 《习题 36》 没 4- 0 1 3 _1 二 
本 1 -13 3 10 
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《1) 求 矩 阵 4 的 列 空间 和 行 空间 的 基 和 维 数 ; 

(2) 求 扼 阵 4 的 罕 空 间 的 某 和 维 数 ， 

《3) 求 起 的 行 空间 的 正 交 补 的 维 数 ， 

解 (1) 知 阵 和 妇 的 列 空间 R(A) 和 行 空间 RC4T) ,分 别 旦 4 的 列 向 量 组 
{ 电 ,外 ,及 ,所 ,天 ;和 行 向 量 组 {0 ,os ,os ,oy 生成 的 子 空间 . 所 以 和 起 列 (和) 向 
量 组 的 极 大 线性 无 关 组 就 是 4 的 列 ( 行 ) 空 间 的 基 . 对 4 做 初等 行 变 换 , 将 其 
化 为 阶梯 形 和 矩阵 本, 即 


{0-4 1 3 

区 等 |0 1 3 一 1 ~2 
-一 =U. {1) 

行 变换 |0 0 0 0 0 


00 0 0 0 
由 此 可 见 , 秩 (4) 一 秩 () 一 2. 所 以 ,qimR(4) 一 dimRt47) 一 2. 由 于 和 4 的 列 
向 量 与 0 的 对 应 的 列 向 量 有 相 癌 的 线 履 相 关 性 ,所 以 万 的 第 1.2 列 各, 叱 是 
各 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 闫 组 ,也 就 是 4 的 列 空间 尺 (4) 的 基 . 事 实 上 ,由 
于 秩 (4) =2, 而 4 的 任意 两 个 列 向 量 都 是 不 成 比例 的 非 零 向 量 , 所 以 ,4 的 
任意 两 个 列 向 量 都 是 尽 (4? 的 基 . 间 理 ,4 的 任意 两 个 行 向 量 也 都 是 盖 的 行 室 
间 R(T) 的 基 . 

(2) 各 的 零 空 间 N(4) 就 是 齐 次 线性 方程 组 4x=0 的 解 空间 . 由 (1) 易 得 
4x 一 0 的 基础 解 系 , 即 NC4) 的 基 为 {z ,xz ,xcs). 其 中 

ODT, 和 一 (11;0,1,0)T， 居 一 (一 3.20,0,1) 1, 

dmNGCa) :3. 

(3) 4 的 行 空间 的 正 交 补 R(47)》 ! 就 是 及 的 零 空间 ,于 是 dimR(4&7) + 一 
dimN(4) 二 3. 因为 : 4x= 妇 的 解 向 量 与 4 的 行 向 量 都 正 交 , 所 以 AN4) 十 
Ra4T) ,而 月 秩 (4) 上 dimnN(4)=a=5, 即 qimR(4I) 十 dimN(4? 一 5, 于 是 
R(ANDNGA) =R. 

12 (习题 37) 在 鸡 中 ,下 列子 空间 哪些 是 正 交 子 空间 ? 哪些 互 为 正 交 
补 ? 并 说 明理 由 ， 

(1) Wi ={tr ye |3r y+22= 0!; 

《2) Wi ={(Cryyyz)| 一 YY 一 22 一 0 


-| 


C3) EE 
A 
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(4) WR 二 

解 WW,, 且 与 为 正 交 补 ,其 理由 有 了 两 种 说 法 : 

一 是 ; Wi 与 WW; 分 别 是 过 原点 的 平面 3z 一 y 一 2z 一 0 与 过 原点 的 育 线 
于 = -党 = 计 上 的 侠 体 向 景 ,而 平 南 的 汰 向 量 下 一 (3, 一 1,2) 一 %( 谨 线 的 广 


向 向 量 , 即 直线 垂直 于 平面 ,所 以 直线 上 的 向 量 与 平面 上 的 向 量 基 互相 牌 

直 , 即 WL 上 LW; 而 月 dimW 十 dimW; 一 2 一 1 一 3. Wi 介 W, 二 101, 即 W: 中 
二 民 . 因 此 ,W, 与 琴 , 互 为 正 交 补 . 

二 是 : W 是 齐 次 方程 3f 一 y+2z=0 的 解 空间 , 它 与 该 方程 的 系数 矩阵 


3, 一 1,2) 的 行 空间 工 (3, 一 1,2) 互 为 正 交 补 ; Ws 是 齐 次 线 件 方程 级 圭一 


六 = 地 的 解 空间 , 它 的 基 向 量 为 (3, 一 1， 2), 它 的 全 部 解 为 (3, 一 1,2)(& 


为 任意 常数 ) ,所 以 玉 =L(3, 一 1,2) 就 是 前 者 的 行 空间 ,因此 ,W; 与 Ws 互 
为 正 交 补 ， 

这 两 种 说 法 ,前 者 是 从 下 中 子 空 间 的 几何 意义 上 而 言 ,后 背 是 从 者 次 线 
性 方 释 的 解 空间 来 盖 述 . 

Ws 与 W, 是 正 交 子 空间 , 邵 W, LW ,但 不 是 互 为 正 交 补 . 从 几何 意义 
于 说 ,到 , 与 W, 分 别 是 过 原点 的 两 条 直线 上 的 全 体 向 萎 , 而 两 条 直线 的 方向 
向 量 ss 一 (3, 一 1,2) 与 5 ,一 2) 是 正 交 的 (因为 (5; ,su 一 9 一 5 一 4 二 0)， 
所 以 Ws 上 Ws, 但 是 dimWs 二 由 mW 一 2, 却 Ws; 四 W 才 六? ,因此 ,它们 不 是 三 
为 正 交 补 - 

但 要 注意 : 殉 ， 导 玉 s 不 基 正 交 子 空间 , 虽然 两 个 过 原点 的 平 奇 3 一 ?上 
22 一 0 与 + 一 y 一 2z 二 0 是 季 直 的 (因为 它们 的 法 向 景 中 一 (3， -1,2) 与 mm = 
1, 一 1, 一 2) 是 垂 自 的 ), 但 这 两 个 平面 的 交 线 上 的 全 体 向 基 h(2.4. 一 DE 
WL 门 Wstk 为 任意 常数 ), 疝 (2,4 一 1) 与 其 自身 是 不 正 交 的 所 以 Wi 与 
允 。 不 是 正 交 子 空间 

13【〈 习 是 38,40) 设 @= 《x vz913)EER ,证 明 : 

FR) = Tl as a) 


是 线性 变换 ,并 分 别 求 它 在 自然 基 Bi = tsi ,所 ,本 和 基 Be 二 {多 ,oz ,oj 下 的 
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对 应 短 阵 , 其 中 : 一 (1,0107 ,6 二 (一 1,1,0) ,0 一 (1 ,一 1,1). 
解 证明 ole) 为 Ri 的 -个 线性 变换 , 按 定义 ,需要 证 明 : Ye,pcR'， 
&E 有 ,全 有 
at = oP; ok Ga) hala). 
设 go 一 (rm By ER kER,N 


aot = rt ty st ya) 

一 (7 Fry Ta 

=(n14i x)+(y +m —» = +o(D, (1) 
ok a) 一 IC(R7L Ke 二 za 

(CR Ta， 一 za) =k( zr Ta La) = ka 0), (2) 


由 C1),(2) 式 可 见 ,0( 四 二 Ca ,rs ,一 x1) 是 民 的 一 个 线性 变换 、 

如 果 a=Cxriszovzs) 是 在 自然 林 ial ,aa ,81} 下 的 坐标 , 则 

an TT = Cr Tis rs) 

的 几何 意义 是 : 把 向 量 g= (rz ,zz ,x ) 变 换 为 与 81 .5 所 确定 的 平 血 相对 
称 的 向 量 纪 = Cr,zz, 一 +). 所 以 o。 是 关于 {51 ,5} 平 面 的 镜像 变换 (或 称 镜 
面 反射 ). 

根据 线性 变 拱 “在 一 组 基 症 =! 居 ,此 ,及 ;下 对 应 的 矩阵 的 定义 

oR Bo CB od ,op 》 
a a a 
一 ( 吕 , 衣 页) (3) 


sam da |. 


a a da 
(3) 中 右 映 矩阵 4 ~ (au) ,xs 称 为 c 在 基 有 已 下 对 应 的 矩阵 . 求 4 的 关键 荐 求 = 
关于 基 8 的 象 o( 忆 ) .ol 及 1 ,ol 了 ). 并 将 它们 表示 为 站 B 的 线性 组 合 . 
先 求 e 关 于 自然 基 B, = {8 .B,8;1 对 应 的 矩阵 ,由 
alg 一 (1.0:0) 一 (1.0,0) 一 号 
ae ) 一 at0.150) 一 (0.1.0) = 
6(B5) 一 5(D,01) ~ (0.0.—1 


即 得 


1 8 0 
GAEL ES Bs) -BB og) 0 1 |-. 《4 
0 0 一 1 
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《4) 式 右 端的 岳 阵 即 为 所 求 的 矩阵 入 
再 求 = 关 于 基 B: 一 1@ ,@ ,G.} 对 应 的 算 阵 吾 ,由 
am) 一 (1,0,0) 一 (1,0,0) 一 中、 
上 
aa) 一 oa 一 1 一 (一 1 一 1 一 甩 
这 里 的 关键 是 要 把 5 表示 为 e ,4 .tm 的 线性 组 合 , 此 时 容易 看 出 
和 一 一 有 一 一 一 1 十 (2, 一 2.0) 
= 21.1,0)— 0,~1,D=~2%—& 
将 (6) 式 代 人 (5) 式 中 第 3 式 隆 , 即 得 


1 0 
ca eG) 0) 0 1 一 ?| 


0 0 一 1 
(7) 式 右 端 的 矩阵 即 为 所 求 的 矩阵 召 . 求 召 的 一 般 方法 为 ， 
1 -1 1 
om ,0 一 |0 1 一 1| 一 (on 0.0)B. 
0 0 -1 
将 夯 vesves 按 列 向 量 代 人 (8) 式 , 即 得 
1 -1 1 'fi -1 1 
B=|I0 1 -1 ' 1 加 
0 0 1 0 0 一 ! 
110[1 -1 1 10 9 
=I0 1 1|0 1 -1 -| 1 -2 
o00 1lo 0o =—! 0 0 一 1 


(93 式 的 结果 与 (7) 式 中 的 召 是 一 样 的 . 
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C5) 


{6) 


C7) 


(8) 


《9) 


14 (习题 42》 设 Bi= {gm ,本 ,和 已 一 全 ,大于 } 是 民 的 两 组 基 , 己 
知名 一 2@; 十 四 十 3 ,局 一 四 十 本 十 2 , 生 一 一 车 妈 十 g5i 在 基 有 下 的 对 


应 矩阵 为 


208 第 4 章 向 量 空间 与 线性 变换 


试 求 ; (1) 在 其 9 一 1 一 下 :2 gm 下 的 村 应 算 阵 ， 
52) ag 在 基 上 B82 下 的 对 应 矩阵 B。 
解 (1) 已 知 


GG 0) Ct,) 


5 7 一 5 
0 1 一 |. 


2 8 3 


{1) 


现在 要 将 of- 4) .ol2@) ,ol ) 分 草 用 天 B， 线性 表示 :然后 即 可 求 得 = 在 


基 Bs 下 的 对 应 矩阵 , 由 (1) 式 易 得 ， 


< 一 ga) 一 一 ao(o) 一 一 7 一 40: 一 SG 
一 4 一 @) 一 二 (2 ) 一 se ， 


a(28. ?一 20(@) 一 10G 十 4G 
一 0 一生) 十 5(020 十 410: ， 


ae ) 一 一 5al 一 oa 十 30s 
一 1 一 上 ) 一 读 (2a 7) 十 3 


于 是 由 (2),(3),(t 式 即 得 
0 


[ 4 
ot 0 | 5 

\ —8 4 3 
《5) 式 右 端 弓 阵 就 是 = 在 基 Bi 一 (一 到 ,2 ,加 下 的 对 应 算 阵 . 

(2) o 在 基 B1,B: 下 的 对 应 惩 隆 A, 召 间 的 关系 为 
B=C71AC, 
其 中 人 为 基 B8, 到 基 B. 的 过 渡 矩 阵 , 即 
PB) 一 Co Ga ,GTC. 

由 已 知 条 件 易 得 


2 1 -1 
CB BB Co ,Ga ,GE ) | 1 11. 
3 2 1) 


《7) 式 右 端 定 阵 即 为 过 渡 抢 阵 C, 其 逆 第 阵 为 


《27) 


(3) 


[3 


{5) 


6) 


《77 
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于 昆 


一 


18 12 9 

15 {习题 43) 已 知 包 的 线性 变换 对 于 基 & (一 1.0.2)， 
DT m=(3,- 1, 一 6)" 的 象 为 

on) = = 10 DT oo ) 一 及 一 (0 一 1,2) 

ale) = BB -一 1，-1.3)7. 

(1) 求 = 在 基 {al .os .Qs ;下 的 矩阵 表示 (有 即 对 应 短 阵 ); 

(2) 求 aB) oo )s 

(3) @ 在 二 1G .as FF 的 坐标 向 量 为 (5,1,1)7 , 求 cta) 在 基 1o ,as ， 
sj 下 的 坐标 向 其 : 

(0 811.1T, 求 5 外 

(57 of 四 在 基 : ,Gs .6 i 下 的 坐标 疝 量 为 (2, ”1 一 2 , 阿 : 原 象 了 是 
香 愉 一? 如 不 惟 -… 求 所 有 的 原 象 

解 〈1? 由 己 知 条 件 .得 

oti = PR 


1-1 0 =1) 
-| 9 -1 -1|=( ,0 ,0)4. (1 
[ 1 2 3 


(1) 式 中 的 4 妈 为 6 在 某 {&. ,6,03} 下 的 对 应 知 阵 .将 ,G0 代入 (1) 式 、 
即 得 


[1-1 0 -1 0 -1] 
A -| a1 ol | 0 -1! 了 
[21 -el [1 2 3 
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5 -3 3] [1 0 -1 -2 97 
2 0 0 -1 -1|=|—1 2 1 
2 11 1 2 3) 11-1 3 2 


C2) CalB sa) ,oP)) oP ,BB ) 
om ,ts 0) om ,0 ,AY 


— (a .as A= CG oo AIA 
= (a .os 0) A: 
加 5 3]/-2 9 下 
=; v0] 一 1 一 1 
| 2 1 一 6 -1 3 2 
-1 0 3 2 8 3 —l2 —9 
0 1 了 —! 一 2 填 - 2 -5 -3|， 
2 1 -6l-3 3 中 7 22 15 
闫 岂 so( 世 ) 二 (3,2, 一 2)T ,oa( 概 ) 二 (一 12, 一 5,22)T ,a 要) 一 (9,- 3.15)7. 
(3) 已 知 


5 


a=5m te te =(a ,0 |1|, 


1 
所 以 
5 5 
a Mom 0 1 = .Al 
1 1 
因此 ,oC@) 在 某 !tm ,Qa,} 下 的 坐标 向 量 为 
5 -2 9 71[5 6 
4|1|=|=-1 2 1||1|=|-2|. 
1 -1 3 ?ji 0 
{4) 先 求 且 在 其 :ea ,aa 下 的 坐标 髓 基 , 设 
有 ro 二 全 十 za 
即 
EE —1l 0 3] [2 1 
Coad) r=) 0 1 -1llsl=|1. (2) 
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解 方 午 组 (2), 得 (rr ,zy)' 二 (5,3,2)", 于 十 
oP = (0 ,0 om AC 
(=! 0 3)f 9 7 5 
一 0 1 一 ! 2 了】 31 
[ 2 1 8)jl-1 3 | 2 
-1 0 -0 一 ? 
- | 0 一 ! 四 3 -人 
tl 2 31l2 La 


(5) 设 了 在 基 {@m ,oa ,@ } 下 的 坐标 向 量 为 = (rz 六 .za( 困 在 其 
tn vt s@} 下 的 坐标 向 量 为 yy ,25 六 一 人 2, 一 4 一 2)7* 则 4 一, 即 


一 2 9 ?fm 2 
-1 2 1 x=|—4l. (3) 
—1 3 2 Lr —2 


求解 非 齐 次 线性 方程 组 (3) ,得 共 全 部 解 为 
Cavra ve]T ={8,2,0) 十 页 一] 一 1.1)7 
=(8 一 上 .2- KR) 为 任意 常数 - 
所 以 原 象 了 不 懂 一 ,所 有 的 诛 象 ? 为 
¥ 一 zual 十 .res cs 
08--A( 一 1,0,2)5 二 (2 一 EC01 DT 二 ARC3 .一 1 一 6 
一 (4k- ,2 一 2 二 ,18--9k)1 光 为 任意 常数 ， 
16 (习题 16) 在 有 "中 定义 线性 变换 
aX = BXC, 
其 中 


求 of 和 0 在 基 ,B ,EI 
其 余 元 素 全 为 0 的 二 阶 矩 阵 . 
解 ” 这 里 先 要 求 出 o 关 十 某 的 象 ,并 将 它 表示 为 基 的 线性 组 合 . 即 


py < a 
机 Cello ole a 
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a Etat a —bEe, a) 
a bllo 11fa 8 ar ad 
(EL) 
ed lo nll a cd 
acku tadE, » cE | cdBe, 02) 
a wllo offa oi [fas ol 
oR)= | 
局 
abEi. —b Ei: —adE. 1 (3) 
fa 四 0 0 a 
a Eon) = 
je allo 要 | 


En 一 PPT + cdE,. + a Es:. (4 
由 (1 (2.4 (4) 式 可 得 (即将 它们 形式 地 表示 为 年 阵 等 式 ) 
a ac ab Ke 
ab ad Bb: bd 
aE Es Ea Es )— (FE, Eis, Ea ,Es} , ， 《5 
ae ad cd 
br od bd ad 
《51 式 右 端 的 定 阵 就 是 2( 和 OD 在 基 ' Ei ,Es ,EE 下 的 对 应 外 阵 
17 (习题 47) 设 o 是 线性 空间 YW 上 的 线性 变换 ,如 果 只 (人 天 由 但 
0. 让 明 ; ia 多 (5 qa (号 线性 无 闫 (17 
证 ”证明 的 思路 为 : 设 
一 二 一 (1 
然后 由 (1) 式 成 立 . 扒 出 其 系数 mw cyc noc 1 必须 全 为 鹤 . 
先 将 线性 变换 o'-' 作 用 于 (1; 式 两 端的 向 量 ( 刚 求 of! 关于 (1) 式 两 端 向 
营 的 人 象 ,它们 应 相等 ) ,得 
G1 (cEteoG) et (E+ 0 (6) ) =o 0). 


好 

Go (Oe eol l(t) +t te 10% C6) =0. C27 
由 于 0 如 闫 0, 出 oi( 臣 二 oi 1 和 二 二 go (的 一 和 所 以 由 (2) 式 即 
得 必 


再 将 o4" 作 莉 于 (1) 式 两 端的 向 量 ( 此 时 已 有 cs 二 0) ,得 
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E(B Ha (6) i co (=. {3) 
出 (3) 臣 只 得 5 一 0 
如 此 继续 作 下 去 ,在 得 到 c= 0 后 ,此 时 Ca? 式 已 感 为 
cc 一 [ab 
然后 用 o 作用 C1)’ 聘 端 向 量 , 得 
Co too (b= 6 0 ‘(6)=0. 
因为 of ( 娩 关 0. 所 以 4-. 二 0. 代 入 C1) 后 ,又 得 


须 全 为 零 . 所 以 向 


这 就 证 明了 517 式 成 立时 ,其 系 数 cy 
量 组 .0( 介 wo (和 ,a' "(线性 无 关 ， 
18 (习题 48) 求 民 的 线性 变换 
or re rd =r ti tri rr 0 


的 象 ( 值 域 ) 和 核 以 帮 的 秩 . 
解 = 的 象 ( 值 域 ) 就 是 “ 关于 瑟 中 全 部 向 量 的 象 的 集合 . 出 (1) 式 得 
or rr) =n lO0tn(l0 Dia(l-2. —D, 人 
F 上 式 ¥ Cwxe vrsl€e 人 者 战 立 ; 即 C1)' 右 揣 的 x, ,xz ,zs 为 任意 实数 .将 (1)” 
式 右 端 的 3 个 向 量 依 次 记 为 mm ,0 ,@,, 则 o 的 全 部 象 的 集合 就 是 1 .oz .各 
的 所 有 线性 组 合 ,也 就 是 a 的 值 域 是 内 .wi,@, 生成 的 子 空间 . 即 
RD L(G ,a 0) 
由 于 -=2@ 一 0 而 名 1 线 糙 无 关 , 所 以 ,tw 是 而 .tw .a 的 一 个 极 大 
线性 无 关 组 .因此 
有 
即 的 值 域 足 由 向 景 @; -1,--1,0) 和 t= 二 (1,0,1) 所 确定 的 平面 上 的 全 部 
向 量 - 
秩 (o = dima( 二 2. 
a 的 核 是 象 为 零 问 量 的 全 体 原 象 . 即 为 满足 
= 二 二 0) 
也 就 是 齐 次 线性 方程 组 
| I 十 中 十 二 0 


i 2r—0, 
| 0 


Ta 


的 金 体 Cee， 


的 解 空间 - 
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方 各 组 C2) 的 基础 解 系 为 $C 一 2,1,1)7. 所 以 o 的 核 为 
kero=L (6 =L(—2,1,1). 
19 (习题 49) 求 : 的 一 个 线性 变换 o, 使 得 of 的 象 为 oCR') = 二 L(g 
可) ,其 中 四 一 (10 D0 = (1.2,2). 
解 cf(R) 一 [Ce sos) 指 的 是 : Y (xlyzayazs)EERIo(xyyzravxs) 都 是 
en ,ao 的 线性 组 合 . 因此 可 取 
gris) 0 中 -gs 
=zx.(1,0,—1} Hx,(1,2.2) 
Cr | res2ra ,一 mr 十 2 0) 
《1) 直 访 是 值 城 为 区 (ao 7) 的 一 个 线性 变换 、 
此 题 的 答案 不 是 惟一 的 ,也 可 取 
GT1 Te sa) = I TO 
= rd 二 2). 
如 时 四 = 上 十 本 一 (2.2,1), 电 可 取 
(Ca ya rT )》 一 IL, | ryt + i 
一 (mn | rs 12rs2re 十 2ziv 一 2 十 2ry 十 za 
20 (习题 50) 已 知 全 的 线性 变换 
an ra CTT) CD 
人 求 呈 (eeszria) 一? 
《2) 间 是 否 可 道 ? 如 可 道 , 求 ec (Cryzz) 一 ? 
解 法 1: 1) 由 于 F(z) 二 eg 7) 所 以 
X41“ 42)( 利 用 (1)' 式 得 } 


Ta ry 


ae ra 一 


一 《2 


= (一 2 


《2 由 eolac 一 (rss | Xe) 
一 ml Fr -1,1), 
可 见 Ka) 2( 因 为 61,1D) ,一 1,17 线 性 无关) ,因此 是 可 逆 的 ,于 是 存在 线 
性 变换 r, 使 器 一 玉民 等 变换 )，, 即 
ta) rr Tt rrr). 《2) 


在 (2) 式 中 .令吉 一 襄 一 i 十 fz 一 ya: 则 得 
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A 


con 一 
所 以 a 的 逆 变 换 oa ”为 
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可 求解. 


on rn) ( 


I: 上 了 


2 
法 ?: 利用 = 与 其 对 应 的 扼 阵 生 有 相同 的 可 道 性 ,以 及 a 对 庶 和 也 


先 求 = 在 白 然 基 fel .ea "下 的 对 应 矩阵 4. 


jete0 一 a0.90 一 GD 一 
lales) =al0D 一 (一 1.D 一 一 上 十 全. 
于 是 
1 一 1 
cei ee 
1 
对 应 的 短 阵 4 一 (| 


1 ) 是 可 池 的 ,所 以 o。 可 游 .再 由 


得 


1 
2 
-lL 
(= 


1 

2 
i 
2 


从 而 


o'er) = te ,es) 


1 
加 

二 

2 


(riet rae) 


ma! (ed tx (es) 
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-Ji 


一 Ta 十 二 (二 ea 一 (三 寺 ,3 . 


21《〈 补 充 题 36) 设 态 是 mXn 扼 阵 ,B 是 sxXn 和 矩阵 . 岗 个 齐 次 线性 方程 
组 4x 二 0,Bx 二 0 的 解 空间 的 交 是 什么 意义 ? 如 何 求 它们 的 交 ? 

解 ” 两 个 解 空间 S, 与 $: 的 交 中 的 向 最 xES, 此 xES:. 即 < 既是 4x 一 
0 的 解 .也 是 Bx=0 的 解 . 因此 ,将 两 个 齐 次 线性 方程 组 联 立 起 来 的 方程 组 


(A)==0 (1) 


的 解 空 间 就 症 两 个 解 空间 的 交 S. 门 S:. 所 以 求 S. 门 S. .就 只 要 求 齐 次 线性 方 
程 组 41) 的 解 堂 间 ， 

22 (补充 晤 58) 设 4 为 ” 阶 实 搜 阵 : 问 : 下 列 命题 是 否 卡 确 ? 并 说 
明理 向 . 

(CD 若 dimR(4) nn 则 RG4)=R(A'); 

(C2) 苦 dimREA) 二 训 忆 和 则 RRC 入) 天 RCAY)。 

解 (1) 命题 正确 . 当 dimR(A4) 二 n 时 ,站 的 a 个 n 维 列 向 量 线性 
无 关 , 所 以 4 的 列 空间 RCA ”到 因为 ， 附 (4) - 丰 的 ww 个 nn 维 行 向 最 
也 线性 无 关 , 从 而 的 行 空 间 RC47Y 一 .办 此 ,RCA) 二 RCA )， 

(2) 命题 不 正确 , 反例， 


1 11] 
4 | 1 1 
1 11] 
此 时 ,RE 二 LCC.1:D.(l, 1,1) )=R(AND). 
当然 最 简单 的 反例 为 
[i 
= 
0 0 


记 e:=(1,0). 此 时 民 (4) TCe)=R(ATD). 

23 (补充 起 39) 设 WV,V: 是 3 的 两 个 非 平 凡 子 空间 .证明 : 在 及 中 存 
在 向 最 ,使 9EV,. 瑟 wEYVY:. 并 在 习 中 举例 说 明 此 结论 ， 

证 因为 Wi,Y, 基 久 的 是 个 非 平 久子 空间 ,所以 38EY4 :如果 BE V:， 
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命题 得 证 ,不 纺 设 pe 号 

又 3YCV: ,如果 YEV. 命 束 也 得 让 ,不 妨 设 YE Wi 

于 是 &= 有 B+ ?EV ,因为 : 如 果 &E WV. 由 YEVi, 可 推出 @ 一 ?一 PE V， 
与 前 而 的 假设 矛盾 . 

问 样 ,8= 有 BYEVi ,因为 : 如 果 gEVi. 由 有 了 EV: ,可 推出 a 一 B==YEV,， 
与 前 面 的 假设 矛盾 . 

综 上 , jw= 有 hy7EYV: ,日 g 一 有 7EV:- 

谷中 的 例子 , 设 :e ,ez ,ey' 为 凡 的 自然 基 

Vi=le,e), Vi=L(e,e), 

则 a=01,1,1) 既 不 属 十 Vi ,也 不 属于 VW. 这样 的 @ 有 很 多 很 多 ,只 灾 既 不 是 
ie: ye 所 确定 的 平 击 上 的 向 量 , 又 不 是 3e ,es} 所 确定 的 平面 上 的 向 量 , 都 是 
符合 题 意 的 @. 


特征 值 和 特征 应 量 矩阵 的 对 第 化 


5.1 基本 要 求 与 内 容 提要 


1 基本 要 求 


(1) 准确 理解 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 其 的 概念 和 性质 ， 

(2) 熟练 掌握 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 重 的 求法 ; 

(3) 理解 两 个 矩阵 相似 的 概念 和 性 质 ; 

{4) 熟练 掌握 短 阵 可 对 铺 化 的 充分 必要 系 件 . 对 可 对 角 化 短 
阵 会 求 其 相似 标准 形 ; 

(5) 熟悉 , 实 对 称 矩 阵 必 可 以 对 角 化 ,其 特征 值 均 为 实数 ,不 
同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 ， 

(6) 对 实 对 称 矩 阵 4, 会 求 正 交 阵 工 和 对 角 阵 4, 使 
得 T 14T=4- 

2 内 容 提要 

(1) 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 

四 设 4=(a,) EC"", 车 存在 数 4€ 人 (复数 域 ) 和 向 量 x 子 
0 ,使 得 hx 一 2x, 则 称 数 ) 为 4 的 一 个 特征 值 ,x 为 4 的 属于 (对 


应 于 特征 值 4 的 特征 向 基 . 
f(D 二 | 对 一 | 叫做 算 阵 4 的 特征 多 项 式 . 称 | 代 一 和 | 一 0 为 


5.1 基本 要 求 与 内 容 提 要 219 


的 特征 方程 线性 方程 组 CU 一 筷 ) x 二 0 有 非 零 解 x 的 充 要 条 件 
是 | 好 一 4| 二 0, 即 特征 值 4 是 a 次 代数 方程 | 民 一 4|=0 的 根 . 特 
征 向 量 x 是 (A 一 4)x=0 的 非 零 解 . 

凶 矩阵 4 的 属于 特征 值 4 的 全 体 特征 向 量 加 上 零 向 量 0 构 
成 的 线性 空间 . 即 ( 邓 一 4)x 一 4 的 解 空间 称 为 4 的 关于 特征 值 
的 特征 子 空间 , 记 短 人 一 2 4x 二 A x}， 

(2) 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 ， 

中 车 入 是 入 的 一 个 特征 值 ,x 是 4 的 对 应 于 4, 的 特征 向 量 ， 
即 4x=AxCx 闪 03， 则 

(4. 也 是 4! 的 一 个 特征 值 ; 

Ci AA 为 类 4 的 一 个 特征 值 (4 为 任意 常数 》; 

(iii) 和 是 4" 的 一 个 特征 债 con 为 任意 正 整数 ); 

(iv) 车 fC) 是 工 的 一 个 多 项 式 , 则 (2s) 是 了 (和) 的 -个 
特征 值 ; 

Cv) 若 利 可 道 . 则 1. 关 0. 且 和 :为 入 -的 一 个 特征 值 . 141| 
为 4 (4 的 伴随 给 阵 ) 的 一 个 特征 值 :市 且 特 征 向 量 x 仍然 是 第 阵 
.A 和" 04) .和 和 全 的 分 别 对 应 于 特征 值 8 各、/(4.)、 
A， 和 六 二 4 的 特征 向 最 . 

四 若 x ,am 都 是 和 的 属于 特征 值 %, 的 特 秆 向 量 ` 则 乌 x, 十 
ACT0O)CR 为 什 意 常数 ) 也 是 4 的 属 十 特征 值 和 ,的 特 
征 向 十， 

仿 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 . 

守 丰 重 特征 值 至 多 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 、 

加 苦 半 阶 矩 阵 4=(as) 的 ma 个 特征 值 为 Ai * 则 

(iD Da= Da.. Gy IT*=14l. 


@ 4 可 省 的 充分 必要 条 件 为 0 不 是 4 的 特征 值 ， 
(3) 矩 苗 的 相似 关系 
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OD 矩阵 相似 的 定义 ;对 于 矩阵 丰 , 有, 若 存在 可 逆 矩 阵 P, 使 得 
P--AP 二 B. 则 称 4 相似 于 召 . 记 作 4 一 B. 和 矩阵 的 相似 关系 妊 - -种 
等 价 关 系 , 具 有 : 白 反 性 (4 一 4) 5 对称 性 ( 若 4~B, 则 B 一 4) 和 传 
递 性 (车 4 一 4 ,4 一 4 则 A 一 人) 

@ 抢 阵 的 相似 有 以 下 性 质 : 

(iD 若 4~ 昌 . 则 4" 一 Bo 为 任意 正 整数 ); 

(ii) 着 4 一 B; 则 /一 AB) (其 中 了 (0) 为 1 的 多 项 式 }; 
(其 证 明 利用 下 面 性 质 ;:P "(AB)P=(P AP)(P 'BP): 
p14 二 1B)P 二 kp-AP+4 二 1BP (Yk.iE (复数 域 )) 

(ii 相似 怎 阵 的 特征 值 都 相同 . 

(4) 矩阵 可 对 角 化 的 条 忻 

倍 ， 阶 托 阵 肯 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 4 有 ?个 线性 无 
关 的 特征 向 基 , 或 4 的 每 个 特征 值 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 基 的 
最 大 个 数 等 于 该 特征 值 的 重 数 , 即 和 4 的 每 个 特征 值 的 重 数 等 十 其 
特征 子 空间 的 维 数 .而 县 不同 特征 值 的 重 数 之 和 等 于 

外 ， 阶 矩阵 4 有 个 下 不 相同 的 特征 值 . 则 和 可 对 角 化 ( 西 
为 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 ). 此 条 件 是 充分 的 ,但 不 
是 必要 的 . 

国 若 4 存在 -个 特征 值 ,其 特征 子 空间 的 维 数 小 于 特征 值 的 
重 数 . 则 4 不 能 与 对 角 阵 相似 . 

(5) 对 阶 可 对 钊 化 此 阵 4 , 求 变换 手 阵 了 ,使 P 4P 一 全 ( 对 
角 阵 的 解 题 步 台 : 

中 求 出 4 的 互 异 特征 值 X1,…,4。, 其 重 数 分 别 为 3…… 
(它们 的 和 等 于 n); 

名 求 特征 子 空间 Ni 的 大 训 ,1 有 即 4 A)x 一 0 
的 基础 解 系 (i 一 1， 2， ns 
加 将 普 个 特征 空间 的 基 向 最 依次 按 列 排 成 给 阵 P 一 Ce 
(7 个 列 向 量 线 件 无 关 ， 变换 矩阵 PP 可 递 ), 则 
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PAP=A= diag (he Ae A A ). 

(6) 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 ;属于 不 同 特征 值 的 特征 
向 量 是 正 交 的 ，- 定 基线 性 无 关 的 ， 

(7》 实 对 称 抢 阵 是 可 对 第 化 的 矩阵 (一 定 和 对 角 阵 相似 )， 
即 它 的 夫 重 特征 值 一 定 对 应 有 天 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 实 对 称 
矩阵 4, 必 存 在 正 交 阵 了 ,使 得 使 TT AT 一 TIAT 一 diag (和 ， 
Aa rrr nd) 

(8) 对 实 对 称 矩 阵 4, 求 正 交 阵 了 ,使 得 了 'AT 为 对 角 阵 的 解 
题 步 又 大 致 相同 于 求 变换 矩阵 王 ,使 P-'AP 为 对 角 阵 的 解 题 步 
又 ,只 是 在 求 了 特征 向 量 后 ,必须 把 (>1) 重 特征 值 对 应 的 上 个 
线性 无 关 的 特征 向 莉 用 施 密 特 正 交 化 方法 将 其 正 交 化 ,再 把 全 部 
4 个 特征 向 量 单位 化 ,然后 把 所 有 特征 值 对 应 的 标准 正 交 特征 向 
其 按 列 排 成 正 交 和 矩阵 TOT 一 五 ) 


5.2 ”和 矩阵 的 特征 值 和 转 征 向 量 ”相似 矩阵 


1 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 和 计算 


(1) 设 和 4 为 n 阶 方 阵 ,车 存在 数 和 向 量 x 关 4, 使 得 Ax 二 
2 x; 则 称 数 4 为 4 的 -个 特征 值 ,x 为 4 的 属于 (对 应 于 ) 特 征 值 4 
的 特征 向 量 . 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 基 在 其 他 学 科 和 工程 技术 中 
都 有 重要 的 应 用 , 且 有 计算 特征 值 与 特征 向 量 的 现成 的 软件 这 里 
要 求 回 学 会 求 一 些 -一 .二 阶 和 某 些 特殊 的 阶 矩 阵 的 特征 值 与 特 
征 商 基 . 求 特征 值 , 即 求 方程 | 姬 一 4 一 0 的 根 , 求 特 征 向 量 , 即 解 
线性 方程 组 (一 4)x 一 0. 求 其 基础 解 系 . 

(2) 特征 值 可 以 是 零 ( 当 移 阵 不 可 六 时 ), 但 是 特征 向 量 - 定 
不 是 零 向 量 ;每 一 个 特征 向 量 只 属于 一 个 特征 值 ,但 一 个 特征 值 4 
可 以 有 无 数 个 特征 向 量 .因为 属于 2 的 特征 向 量 的 非 零 线性 组 合 


222 第 5 章 特征 值 和 特征 向 量 矩阵 的 对 角 化 


仍然 是 属于 2 的 特征 向 其 . 
(3) 4 的 特征 值 * 是 方程 
da ae i am 


一 人 


70D=1 一 4| 一 


| -。 一 Ga 一 人 

的 根 , F(A} 二 0 是 4 的 nn 次 代数 方程 ,在 复数 域 中 有 个 根 (可 以 
有 重 根 ). 每 个 特征 值 必 有 对 应 的 特征 向 量 , 即 (41 一 4)x 一 0 必 
在 在 非 零 解 .车 计算 中 出 现 甜 阵 (41 一 和 4) 满 秩 , 说 明 你 计算 错误 或 
这 里 的 和 不 是 起 的 特征 值 . 

(4) 求 特征 值 的 方法 有 两 个 :一 是 粒 用 定义 :Ax 一 AxX(X 玫 00)， 
例如 . 若 4x==U 存在 非 零 解 x, 弛 (01 一 4)x==0 存在 站 零 解 x, 则 0 
是 和 4 的 -个 特征 值 ;又 例如 , 当 入 的 每 行 的 行 和 都 是 x 时 , 则 由 


[1) Jt, 1 ‘1 


Tan a 
|: | i x=| 
[ae | 人 (1 
可 见 是 A 的 一 人 其 对 应 的 特征 商量 基 元 素 全 部 为 1 的 
4 维 询 向 量 . 

一 求 特征 值 的 方法 .也 是 十 要 的 方法 二 计算 行列 式 | 好 一 41= 0 
的 根 , 这 里 特征 多 项 式 ! 针 -一 和 | 是 阶 行列 式 , 其 展开 式 尾 的 
次 多 项 式 .一般 情 况 下 . 它 的 因 式 分 解 是 很 困难 的 . 在 线性 代数 课 
程 中 能 求 特征 值 的 短 阵 4 部 是 在 行列 式 | 民 一 入 | 的 计算 (利用 行 
列 式 的 性 质 和 和 展开) 过程 中 能 够 分 解 因 式 的 . 如 果 随 便 给 一 个 甜 
阵 . 1M- A| 又 难以 分 解 因 式 , 那 只 好 借助 于 计算 机 软件 或 求 特征 
值 的 近似 值 (可 以 查看 ¢ 计算 方法 的 教材 》. 


2 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 
关于 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 ,以 及 相似 矩阵 及 其 性 质 , 在 内 
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容 提 要 中 已 经 阐述 ,这 里 再 明确 以 下 几 个 问题 ; 
(1) 矩阵 4 的 特征 子 空间 w 中 的 向 量 都 是 4 的 对 应 于 特征 
值 4 的 特征 向 是 吗 ? 答案 是 否定 的 . 
因为 特征 子 空间 V; 是 齐 次 线性 方程 组 (对 一 4)x 一 0 的 解 空 
间 . 零 向 尽 属 于 解 空间 ,但 零 向 苦 不 是 特征 向 昌 , 和 以 . 正 鲍 的 说 法 
是 :4 的 特征 子 空间 和 VW, 中 的 非 零 向 量 邦 是 4 的 对 应 丁 特征 值 * 的 
特征 向 基 ， 
(2) 4 的 两 个 不 同 特 征 值 A. . 的 特征 于 空间 的 父 V, 站 Vi 一 了 
设 xEw 站 VW. 则 Ax=X4x ,是 Ax==Xox. 于 是 
Ar 一 xz BD (一 DOxz 一 0， 
由 丁 丸 一 入 关 9. 所 以 .x=0, 因 此 ,Vi 站 一 410 这 表明 属于 加 
的 特征 向 量 - 定 不 十 属于 4, 的 特征 向 量 , 也 就 是 阅 任何 一 个 非 零 
向 基 不 可 能 是 两 个 不 同 特 征 值 对 应 的 特征 向 大. 
《3) 相似 矩阵 4,B 之 间 的 特征 值 有 何 关系 ? 
4~ 此 . 则 4, 中 具有 相同 的 特征 值 . 因为 和 4 一 贞 . 即 存在 可 道 
矩阵 了 .使 得 Pi'4P 一 B. 十 屁 
I -BI=|A -PiAP|='P 1- A}P| 
=|P "HA—AIIP|=|A- 4|. 
即 4， 8 的 特征 多 项 式 相 等 ， 所 以 特征 值 也 相同 . 同时 有 行列 式 
1B| 二 |4|, 迹 相等 , 即 tr(4} 二 tr(B), 秩 相等 , 即 r(B) 一 r(4) ,但 
特征 值 相 同 的 抢 阵 不 一 定 是 相似 矩阵 . 例如 
2 0 [2 2 
0 站 0 2 六 


4,8 的 特征 值 都 是 2( 一 重 ), 但 对 任何 可 道 矩 阵 刀 , 一人 PP 一 
P-12TP 一 21 天 此 , 所 以 ,4 与 B 不 相似 . 

| 0 一 2 一 2 

例 1 已 知 矩 阵 4 一 | 2 一 4 一 2 

-2 2 0 


,求生 的 特征 值 及 特征 
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向 量 . 
解 将 | 4| 中 第 1,3 行 对 换 后 ,第 1 行 如 到 第 2 行 ,再 将 


第 1 行 乘 (“ 今 } 加 到 第 3 行 ,然后 校 第 1 列 展开 ,得 


2 2 2 2 —2 2 
or 4+4 2|= 一 一 | -2 4+4 
2 一 2 4 2 2 2 
一 2 入 
0 ia aa 1 at2| 
一 站 = 20t2) ,2 
0 424+2 2 一 可 2 


2 
2 (2 和 22) 4+ 0. 
另 一 方法 :1 一 4 中 第 3 行 加 刘 第 2 行 ,提出 第 2 行 的 公 因 
子 (十 2 后 ,再 将 第 2 列 乘 (一 1) 加 到 第 3 列 . 最 后 接 第 3 列 展 
开 . 得 


2 2 2| | 2 2 
I 一 Al=|—2 At4 |- 0 a+2 | 
2 -2 ii -2 2| 
2 22 4 2 0 
Ato 1 1=Q+2l0 1 0 
|: -2 2 一 2 a+2 
一 4ACA 十 2)? 二 0. 


从 而 得 4 的 特征 值 为 4; 二 0,2s 一 一 2( 二 重 特征 值 ), 对 于 入 一 0， 
求解 (A11 一 4)x 一 0, 即 
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得 基础 解 系 :x 二 (一 1, 一 1.1)', 故 和 的 属于 hi 的 全 部 特征 向 基 
为 刀 mt& 为 任意 非 0 常数 ). 
对 于 ,二 一 2, 求 解 (Xz1 一 4)x 二 0, 即 


一 2 2 21 fr 0 
个 广 可 
2 -2 ll lol 


得 基础 解 系 :x 二 (1,3.0)T, x 二 (1.0.1)7, 风 xs 十 xs (ks, ks 
为 任意 不 全 为 0 的 常数 ) 是 4 属于 *: 的 全 部 特征 向 量 . 
例 2 对 下 列 矩阵 4 的 特征 值 .能 做 怎样 的 断言 ? 
(1) 4 木 可 道 ; (2) det(1—A’)=0; 
(3) 4 全 一 0( 蹇 零 矩 阵 ):， (4) 4= 寻 一 BO 为 BB 的 特征 什 ). 
解 (1) 由 14|= 一 ii 一 0 可知 ,4 至 少 有 一 个 特征 
值 为 零 . 
(2) 由 | 于 一 4| 一 | 一 4|1TT4| 一 5, 得 
一 Al=0, 或 |I+41=( 一 1)"| 一 {一 4|=0. 
所 以 .1 或 -1 是 4 的 一 个 特征 值 . 
(3) 设 和 为 4 的 特征 什 , 即 4x 二 x(x 去 0). 由 妇 ==0. 得 
At 一 Mr 一 0, 于 是 类 一 0, 所 以 1 一 0. 
(4) 设 ) 为 号 的 特征 值 , 即 Bx 一 MsxCx 关 9) ,出 和 一 好 一 呈 , 得 
Ax= (kT BYx=(kr— Br)=(k—A xX, 
所 以 ,(& 一 必 ) 是 4 的 一 个 特征 值 . 
1 10 
例 3 设 A4 一 |1 0 1 . 则 4 的 特征 值 足  _. 
0 1 15 
(AY 1.0,1;， (CB) 1.1,2 (CO 一 1.1.2，(D) 一 L,1 ,上 


答 利用 [T 2.=141=—2 和 == > 4, 一 2, 排 除 
(A),(B).(D) ,所 以 , 选 (0). 
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例 4 (习题 6) 没 X 为 n 阶 矩阵 4 的 特征 值 , 且 4 可 赣 ， 
证 明 : 
1) 1 :为 4 :的 特征 值 ， 
(2) |4| 和 :为 4 的 伴随 矩阵 4* 的 特征 值 ， 
和 证 (1) 法 1: 利用 4r 一 ix 《x 隆 0). 
因为 和 可 道 ,141 一 2h… 关 0, 故 和 的 特征 值 全 不 为 零 ， 
在 Ax 二 Xx 的 两 边 左 乘 “得 
一 人 Ai， 
所 以 4 一 AIx (x 夫 0 
即 ) -为 4-' 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 仍 是 x. 
法 2: 利用 行列 式 . 由 
[IA 一 A|= 144 一 4 一 | 和 4 ! -于 
一 1411 一 10 一 4 ')| 
一 (一 2)714112 5 一 4 本 | 一 人 
因为 14 | 天 0,4 关 0. 所 以 ,| 214 一 | 二 0. 即 4 :为 人 的 
特征 值 . 
证 (2) 法 1: 将 4 :=14| 4 代入 4Tz=a xx 中 ,得 
141 14" xX 二 XX 所 以 ,A 和 4 和 x=471 | 和 lx (x 了 机， 
即 :14| 为 和 "的 特征 值 .其 对 应 的 特征 向 基 仍 足 x 
法 2; 在 Ax 一 Xx 的 天边 车 乘 &" .利用 生 4 一 1 和 1T 得 
六 "六 二 和 六 人， 
即 1AlI7=AA x, 
移 项 得 
A X= Dx (x 
例 5 设 和 4,B 均 为 n 阶 矩 阵 ,证 明 ; 若 和 1 去 0 是 4B 的 特征 值 ， 
则 也 是 B4 的 特征 值 . 
证 设 和 为 48 的 非 零 特征 值 . 对 应 的 特征 向 量 是 < , 即 
CAB)R) 一 Ne (天 0 天 0)， 
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所 以 ,xi 天 小 上 式 丙 边 左 乘 中 ,得 
BAC(Bx, yA (BX) (5 天 个) 

显然 吾 x; 汉 0( 和 否则 ,由 Br 一 小 ,得 4Bxr 一 4 一 0 .与 人 x 天 0 
了 矛盾) 所以》 为 34 的 一 个 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 是 Bxi. 

更 - 般 的 结论 :4 号 与 B4 有 相同 的 特征 值 . 四 为 它们 的 特征 
多 项 式 相等 , 即 | 氏 一 48| =| 术 一 BA|( 证 明 见 第 3 章 3.7 节 中 第 
11 题 ). 

例 6 设 i 为 = 阶 抵 阵 4 的 特征 值 .其 对 应 的 特征 向 量 分 
别 为 * xz, 则 成 立 . 

CA) 二 Xs 时 ,x ,x 一 定 成 比例 ; 

(B) 入 天) 时 ,二 十 入 也 是 4 的 特征 值 , 划 对 应 的 特征 向 
量 是 和 十 总 

(C) 和 天 hs 时 ,xi 十 xs 不 可 能 是 4 的 特征 向 景 ， 

(D) 二 0 时 .及 一 0. 


答 (C) 正 确 . 
因为 二 重 根 可 能 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 .所 以 CA) 
不 正确 ， 


(B) 也 不 正确 . 因为 车 w 十 x 是 和 4 的 对 应 于 4 的 特征 

问 量 , 即 
Cx) = ni 二 Xe) = 十 A 

则 C0 一 x: 二 (2 一 A xs 一 自 
当 训 到 hs 时 ,xi 线性 无 关 , 所 以 入 一 人 :了 矛盾. 所 以 x | x 
不 可 能 是 4 的 特征 向 量 . 央 此 (DB) 不 正确 

零 向 量 一 定 不 是 特征 向 量 ,所 以 (D) 也 不 正确 . 

例 7 与 可 逆 矩 阵 4 有 相同 特征 值 的 矩阵 是 _ 

(CA (BY) 和 2 (CA; CD} A . 

答 (C) 正确 .因为 

1 好 一 4 一 | 一 4 一 | 和 一 和 | 
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设 4 的 特征 值 为 4, 则 4 ,4 ,47,4* 的 特征 值 分 别 为 1 ， 
和 人 1414 1 
例 8 (习题 42) 已 知 @ 一 (al 和,ao)T ,8 一 (7 是 
及 中 两 个 向 量 , 且 ohB=a18 十 … 十 ab, 二 . 求 矩 阵 4 一 ar 的 特 
征 值 . 
解 4’ 一 op' (op Ty 一 a(p oj)8' 一 kCap") 二 kA (其 中 k= 
Pia=a' B= > ab) 
设 4x 一 2x (reD) , 则 
2 一 
即 六 Ax 一 kAx 一 入 x， 由 x 芭 0 得 
类 二 雁 ， 即 一 0 或 加 =k 为 4 一 agri 的 特征 值 . 
例 9 (习题 18) 设 n 阶 矩阵 4 的 元 素 均 为 1, 则 入 的 = 个 特 
征 值 是。 . 
解 ” 由 秩 (4)==1. 得 det&=0, 所 以 0 是 特征 值 . 
(0 一 4)x 一 0， 即 4xr 一 0， 
有 ?2 一 r(4) 一 2 一 ] 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 0 至少 是 wn 一 1 重 
特征 值 ,又 tr(4) 一 十 … 十 in = 一 2 所 以 有 一 个 非 0 特征 值 为 n,0 
是 n 一 1 重 特征 值 . 
由 4 每 行 的 行 和 都 是 = ,也 可 得 


11 fa) 1]| ‘ 
:|- :| :|， 即 4x 一 mx， xx 一 | 
lam ,| | 1 n 1j 1] 
所 以 ,4 有 一 个 特征 值 为 ,其 对 应 的 特征 同 量 是 元 素 全 部 为 1 的 
4 维 列 向 量 . 
例 10 设 和 4, 了 都 是 三 阶 方 阵 ,P 可 北 , 已 知 4 的 特征 值 :二 
1 一 -1 ,太一 2. 有 一 4 全 一 542 , 求 |B| ,|A4 十 5T| 和 |51 十 PAP|. 
解 8 的 特征 值 p= 发 一 5 愉 (j 二 1,2,3). 所 以 ,8B 的 3 个 特征 


a a 
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值 为 一 4, 一 6, 一 12, 故 
j] 了 | 一 (一 和)( 一 6)( 一 12) 一 一 288.- 

间 理 ,4 十 51 的 3 个 特征 值 为 1 十 5 一 6. 一 1 十 5 一 4,2 十 5 一 7?, 所 以 ， 
14 十 5 一 6。4 7 一 168. |5I+P !AP|=|5P-'P+P AP|= 
1P- 11157 十 AP 一 15I 二 4 一 168- 

例 11 下 列 命题 哪个 是 正确 的 ? 

(A) 痢 0 是 某 个 和 矩阵 的 特征 值 ,与 它 对 应 的 特征 向 晤 是 
零 向 量 . 

(B) 若 两 个 矩阵 有 相同 的 特征 值 , 则 它们 对 应 的 特征 向 量 必 
相同 . 

(C) 车 两 个 矩阵 有 相同 的 特征 向 量 , 则 它们 对 应 的 特征 值 必 
相间 . 

(D) 不 同 的 扶 阵 必 有 不 同 的 特征 多 项 式 . 

(E) 不 同 的 矩阵 有 不 同 的 特征 值 , 则 它们 对 应 的 特征 向 量 必 
不 同 . 

(F) 矩阵 的 一 个 特征 值 可 以 对 应 多 个 特征 向 量 , 但 -个 特征 
向 量 只 可 以 坊 于 一 个 特征 值 . 

答 〈F) 正 确 ,其 余 都 不 正确 . 
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对 ”7 阶 抠 阵 4. 若 存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 已 4P=diag(h， 

…,A.)， 则 称 和 可 对 角 化 ( 即 4 与 对 角 阵 diag(ai ,ay 得 
似 ). 关于 矩阵 可 对 角 化 的 充 要 条 件 ,相似 抢 阵 的 性 质 ,以 及 对 可 对 
角 化 矩阵 4 如 何 求 可 逆 阵 P, 使 P '4P 一 diag(h1 和 av) 在 内 
容 提要 中 都 已 涉及 ,这 里 不 复述 .读者 应 该 掌握 教材 中 有 关 定 理 
(定理 5.4. 定 理 5.5. 定 理 5.6.… 定 理 5.7， 定 理 艺 8， 定理 5.9)， 

例 1 4 是 一 阶 实 矩阵 . (1) 若 141 到 0, 问 及 与 对 钊 阵 
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相似 否 ? 
《2) #4A=| wad 一 be 一 1.1a 十 4d| 半 2, 问 A 可 对 


角 化 否 ? 
解 〈1) 由 141=Ah<0. 得 知 和 夭 如 ,两 个 特征 值 都 是 : 重 
的 ,所 以 ,4 与 对 角 阵 相似 . 
| 一 。 一 6 
C2) | 一 4| 一 | 
1 一 ec aA—d 
此 时 .特征 方程 的 判别 式 A 一 (4a 十 d) ?一 4 汪 0, 所 以 4 有 两 个 互 异 
的 实 特征 值 2. ,2 ,因此 .4 可 对 角 化 . 
‘2 0 0) 


0 0 | 
0 1 x 
(51) 求 了 和 yi; 
(2) 求 一 个 可 逆 矩 阵 已 ,使 P :4P 为 对 角 和 矩阵 ， 
解 (1) 册 4~ 呈 . 则 和 ,BB 的 特征 值 相同 .从 和 凋 141 二 18| 二 
XAoAs ,tr 入 一 tr 有 一 人 寺 4 十 和。 
由 14| 一 一 2 一 | 县 | 一 一 23; 得 > 一 1 
再 申 tr4 一 t 且 ,又 得 2 十 0 十 * 一 2 十 ?十 (一 1) ,所 以 ,一 0. 显 
然 ,4 的 特征 值 为 2.1. 一 1. 
(2) 当 和 一 2 时 ,有 


=rantio. 


例 2 (习题 46) 已 知 4 一 


0 0 0 /0 1 一 
(21—A4)= |0 2 一 1| >lo 0 1 
0 -1 ?ioo 0 


得 特征 向 量 二 (1,0,0) : 
当 和 二 1 时 ,有 


5.3 红 阵 可 对 角 化 的 条 件 
一 1 
(I-A)=| 0 

0 一 


得 特征 向 基 一 (0.1,1)7 
当 ),= -] 时 ,有 

一 3 
0 
0 

得 特征 向 荐 一 上 D.1. 一 1) ， 

1 

0 

[yy 


(—I—A)= 


取 P 一 Crex yx) 一 
P iAP= 


例 3 (习题 41) 设 A4= 


无 关 的 特征 向 芷 ,A 二 2 为 息 
P 4 为 对 角形 矩阵 . 
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0 
-1 
一 上 


日 
一 1 
~] 


‘1 0 01 
> | 1 中 
(0 0 0 


0 
1 
1 
2 0 
0 1 
iD 0 
1 -1 
4 
--3 一 3 5 
的 二 重 特征 值 . 求 可 道 矩 阵 P, 使 


一 1 
) 
| ,已 知 4 有 3 个 线性 


a 
5 


解 ” 因 为 三 阶 矩 阵 4 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 者 :所 以 4 与 
对 角 和 矩阵 相似 :二 重 特征 值 丛 对 应 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 


秩 (21 一 4A) 二 1. 


21—A= 1 
3 

由 r(21-~-A) 二 1- 得 
一 2 一 0; 


一 了 一 


-il] Pa -1 1 
一 | 10 x-2 7 
| yg 0 0 |] 
所 以 :=2: y 一 一 2. 
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当 和 一 2 时 ,求解 (21 一 A4)x 二 从 内 


1 1 一 1 1 1 一 1 
《2 和 -4 和) 一 | 一 2 一 2 2| 一 |0 0 » 
3 3 一 3 0 0 


得 特征 向 量 x 二 (一 1.1.0)7 ,x 一 (1,0,19T. 
肯 出 十 和 十 As 二 tr 入 , 即 4 十 4 二 1 十 4 1 5, 得 4 二 6. 求解 
(61 一 A)x 一 0. 由 


5 1 -0 2 -地 
(6f 一 4) 一 | 一 2 2 站 1 |- 
33 1 3 
0 0 0 
得 特征 向 量 zs 一 (1, 一 2,3)". 
-1 1 1 
ne 1 0 一 2|, 则 
1 3 
2 0 0 
P-'iAP=|0 2 0|. 
0 0 6 


例 43( 研 5-18) 已 知 三 阶 息 阵 4 和 二 维 向 昌 x. 使 得 向 量 组 

xy4r,42x 线性 无 关 , 且 满足 
一 34x 一 242x， 

(1) 记 P= 一 (xz.4x,4:xr) 求 一 阶 抵 阵 吾 .使 得 4 一 PBP 

《2) 计算 行列 式 | 息 十. 

解 (1) 法 1: 由于 x.Ax, 入 x 线性 元 关 . 它 是 局 的 一 组 茜 . 
上 且 P=《x,Ax.A:xX) 可逆 . 所 求 的 B 与 4 相似 . 且 满 足 4= 
PBP -. 即 

PB=AP—A(x.Ar,A K) — (AX, A 
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将 4 一 34x 一 242x 代入 上 式 ,得 


PB—=(Ax.A x,34x—2A’ x). 
再 将 CAx.Ax,34x 一 24:x) 用 忆 的 基 (x,Ax,Ax) 线 性 表示 .得 
0 0 0 
PB=(Ax.A’x,3Ar—2Ax)= (x Ax,Ax) 1 0 3 
0 1 一 2 
由 于 旦 可 道 .上 式 两 边 左 乘 P 得 
i0 0 0 
B=|l1 0 3|. 
0 1 一 2 
法 2; 令 B 一 (5,), 由 AP 二 PB, 即 得 
fh bls bs 


1 
A(xsAx,A x)= Cr A A xX) by be bos |. 
IB bs bss 


4X 一 放 十 名 Ar 十 Da 、 (1) 
tt ete bss (2) 
Asx=bisx-F bsAx+ bs A x. (3) 

将 4:xz 一 34x 一 2427 代 人 上 上 商 的 方程 (3) .得 
3Ax—2Ax: = 的 sx 二 bo Ax | bi A x (4) 


再 改 写 方 程 (1) (2), (4) 为 
[i — Ax+bA xr 0. 
zx 十 所 :和 x 十 (6 一 1 二 0， 
[rt -3)AxT Cb,, | 2)4 r=0. 
由 于 x*,4x,4sx 线性 无 关 . 上 式 各 个 系数 必 全 部 为 0, 故 得 
=0, b= =l, bm3. b= 2, 
0 0 
故 3 一 10 3|， 
:0 1 一 2 


二 
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《2) 因为 4~B, 所 以 它们 的 特征 值 相 同 . 
(4 0 
由 |IN 一 B|=I-l1 4 -3 
0 1 4+2 
0 = 一 3h =1. 
上 故 六 的 特征 值 也 是 0. 一 3.1, 和 十 I 的 特征 值 为 1.- 2,2, 于 是 
14 十 下 一 1 (—2)* 2=—4. 


一 4(4 十 3)(4 一 1) 一 0. 得 


{ 0 1 -1 
例 5 | 1 9 i. 
|-1 1 | 


(1) 求 变换 矩阵 卫 . 使 P 'AP 为 对 角 和 矩阵 :C2) 求 | 31 一 和 |. 
解 1) 由 


4 -1 1 
a [i A = +2) 1) =0, 
1 1 1 从 
得 =- 2 一 1( 二 重 )， 
对 A 2.0aT 一 4)x 一 0 的 基础 解 系 为 x 一 (1, 一 1.1) 


对 和 =1.0T 4)xz=0 的 基础 解 系 为 妃 一 (1:1.0) ,x 一 
(一 1.0.1) 7 . 


1 1 一 1 

取 一 (x | 11 0l. 
| 1 0 1) 

则 有 P 'AP=A=diag(—2.1.1). 


(2) 31 -4 的 3 个 特征 信 为 3 一 (. -2) 一 5.3 一 1 一 2( 二 重 ) ,所 
以 |31 一 A| 一 5* 2 一 20. 

例 6 (习题 38) 设 了 = ea, 其 中 w 一 (oo) ,2 关 
Oa EL (=12 ,en). 

(1) 证 明 及 =- 轨 ,其 中 忆 为 下 整数 ,: 为 常数 ,并 求 4 
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(2) 求 可 逆 阵 .使 P-'BP 为 对 角 阵 ,并 写 出 此 对 角 阵 ， 

解 (1) B==g(@ oa (ol oa =mar =m Bt 其 中 以 = 
gait"" ta =trB). 

B'- BB=mB: 一 mwB,…, 由 归纳 活 吓 以 得 到 B: 二 六 'B 一 
要 .其 中 上 一 CtB) '， 

(2) 先 求 特 征 值 . 

法 1: 设 Bx 二 Ax《x 隆 0) . 则 

Bix=Ax=mBx —maAx. 

由 x 关 0 得。 站 =mX 凤 24, 一 0 或 4 一 m. 

入 一 0 时 ,NWI- Bx 二 -Bx 二 一 Qa7Tx 一 0. 由 1(B) 一 1,. 得 基 
础 解 系 含 n 一 1 个 线性 无 关 的 解 . 即 为 =0 对 应 #1 个 线性 无 关 
的 特征 向 量 , 所 以 ,4 一 0 对 少 二 下 的 ?一 ! 重 特征 值 .由 


宁 六 =uaB=m， 得 为 = 加 是 一 个 一 重 特征 值 ， 

法 2; 因 & 关 0. 不 站 设 各 天 0, 于 是 在 | 灯 一 | 中 第 一 行 药 
(一 全) 有 到 第 ; 行 6 一 2,… 9 ,再 将 第 E 列 乘 ( 富 ) 者 加 到 第 1 列 
二 2.…… 则 有 


Xa uae 
一 acal A—ai 
I -- 且 | 一 
| 一 aa， 一 aa 
| -ai 一 are 
| 和 0 | 
本 
| aa 0 2 | 
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一 >a 一 aas 一 aaa。 
所 
=] 0 从 0 | 
| : : .| 
0 0 - 2| 


= 人 一 De 


i 


所 以 一 和 一 A 一 0, 

再 求 特征 向 量 . 

当 略 =0 时, (Nf1 一 B)x= 一 Bx 一 0, 由 r4B) 一 1, 故 只 需 解 第 1 
个 方程 

Aafiarazat Tada, = 0. 

基础 解 系 含 "一 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 ,所 以 , 一 0 对 应 的 
特征 向 量 为 ; 

a 00, Ki=(— a a ,es 
Nt a 00), 

A=m 人 时 ,mf -Bx= (ool -oa' )x 一 0, 即 

Olax— oa x=0. 

观察 出 x 一 a 满足 此 方程 ,因为 (ero)g 一 (ora) 一 0( 其 中 or 一 
mm 是 一 个 数 ). 所 以 ,一 记 对 应 的 特征 向 量 为 xs 一 (ay es) 


一 aa 一 

a 0 04a| 

令 P=(xieX, 1 Xi) 一 0 a 0 a;|, 
o 0 a 


则 P :BP 一 diag{0,…,0，>) af). 


5.4 实 对 称 和 阵 的 对 角 化 237 


s.4 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


(1) 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 , 且 特 征 向 量 也 是 实 向 量 ; 
属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ( 正 交 向 量 组 一 定 是 线性 无 
关 的 向 量 组 ) ;对 于 实 向 量 x 关 0, 必 有 x"'x>0, 而 对 复 向 量 x 了 0， 
未 必 有 xix>0( 例 如 x 一 C1,i)!, 有 x'x 一 0) ,但 必 有 (Cx)"x 之 0. 在 
做 证 明 题 时 , 苦 未 知 特征 值 是 实数 时 ,就 必须 把 特征 向 量 当 成 复 向 
量 来 处 理 . 

(2) 实 对 称 和 矩阵 一 定 和 对 和 角 阵 相似 . 对 二 阶 实 对 称 抢 阵 4: 它 
的 & 重 特征 值 》 恰 对 应 有 个 线性 无 关 的 特征 问 量 . 即 dimVa 一 
n 一 r(ML 一 4) 一 k. 实 对 称 矩 阵 不 仅 存 在 可 道 答 阵 了 .使 得 P “4P 一 
diag( ,hz，… A,) ;而且 存 在 正 交 阵 工 ,使 得 T 4T 一 了 4 了 一 
diagCh ,za.….): 这 里 对 角 阵 是 惟一 的 (是 4 的 相似 标准 形 ), 但 
工本 是 惟 -的 . 为 什么 要 求 正 交 阵 了 ,使 入 对 角 化 ”到 下 一 章 学 习 
二 次 型 时 ,可 以 知道 正 交 阵 对 应 的 线性 变换 是 保 长 度 保 角 度 的 于 
交 变 换 , 在 二 次 曲面 化 标准 形 中 及 其 他 问题 中 都 有 重要 的 应 用 ， 

(3) 对 半 阶 实 对 称 矩 阵 4 . 求 正 交 阵 了 .使 得 使 了 47 为 对 角 
阵 的 解 题 步 骤 ; 

企 求 出 4 的 五 异 特征 值 X ,Xe 其 重 数 分 别 为 7，… ,ra 
“它们 的 和 等 于 ?2 

@ 求 特征 子 室 间 NN, 的 基 i zs eve CAI- A)x=0 
的 基础 解 系 (i 一 1,2 ,1)。 

国 对 应 于 同一 个 特征 值 .2, 的 重 数 ~ >1) 的 特征 向 三 1x, ， 
ee ; ,用 施 密 特 正 交 化 方法 将 其 正 交 化 ;将 已 经 正 交 化 的 
特征 向 量 单位 化 .再 把 一 重 特 征 值 对 应 的 特征 向量 也 单位 化 ,得 到 
nn 个 相 孔 正 交 的 单位 向 量 7,… ,7, (注意 要 先 正 交 化 再 单位 化 ,不 
能 先 单位 化 再 正 交 化 ,因为 正 交 化 后 可 能 不 是 单位 向 其 了 ) ;再 排 
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成 正 交 矩阵 TOT “一 TD). 工 的 任意 两 行 ( 列 ) 向 其 的 内 积 为 0, 每 
行 ( 列 ) 向 量 的 长 度 为 1. 

儿 将 入 .… ,依次 按 列 排 成 夭 阵 二 (7,，,….Y.) (变换 矩阵 
了 一 定 可 道 ). 则 

TAP=TTAT= diag (A se A ern A se oA, ). 

注意 :对 角 短 阵 的 对 角 区 的 排序 要 使 得 第 i 个 4, 对 应 的 特征 
向 其 7 排 在 了 算 阵 的 第 ; 列 . 


1 一 2 2 
例 ! 设 A=|—2 —2 4|， 
2 4 一 2 


求 正 交 和 撼 阵 工 ,使 了 :4T 为 对 角 和 矩阵 . 
解 ” 先 求 特征 值 . 


-1 2 2 | 
I Al=| 2 4+2 一 4 
—2 一 4 4+2 

一 2 一 4 A+2 

-| 0 A—2 A 2 


0 —20—2) QT. 2)/2 


—2 4 24+2 
一 一 (一 2 0 1 1 
0 -2 (CAT3)72， 
， 1 1 
一 一 0 一 2)5( 一 2 
0 《4 十 7)72 


一 (1 25 十 7) 一 0. 
得 为 = 2.4.: 一 一 ?， 
对 于 特征 值 AN 一 2( 二 重 ) ,CT 一 4)x 一 个. 即 


i 2 一 21 an 0 
2 4 a = 0. 
(一 2 一 4 a) Ls 0 
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因为 实 对 称 矩 阵 的 二 重 特征 值 必 对 应 两 个 线性 无 关 的 特征 向 基 ， 
所 以 rCGOUI 一 4)) 一 1, 解 第 1 个 方程 可 得 N, 的 基 . 妈 由 

十 2xs 一 2.75 二 0, 得 :二 (一 2.1;0)? ,x 二 (2.0,307. 

用 施 密 特 正 交 化 方法 求 N;, 的 单位 让 交 苦 ; 先 正 交 化 , 取 


PB =x =(—2.1,0)!. 
T 


at 1 一 4 (2 
Bh =x B20) 3 (C210) (35) 


再 将  ,& 单位 化 ,得 


5 和 3 3 T 
对 十 特征 值 = 一 7 ,由 (hz 一 4)x 一 和, 即 
—8 2 | "| 和 
2 一 5 —i1'|zx.!=|o!, 
—2 -4 —5lli| 10] 


解 得 特征 子 空间 N, 的 一 组 基 x; 一 1,2, 一 2)' ,将 其 单位 化 、 


得 N,, 的 单位 正 交 基 
加 一 (173,273，-273) 


取 正 交 殉 阵 


EE 3 
YE 45 2 
3 


了 一 (和 ,YY 一 


5 5 
J 2 
0 3 


则 有 工 14T= diag(h .4s 545) 一 diag(2.2. 一 7). 

例 2 设伏 是 ” 阶 正 交 和 矩阵 .4 是 4 的 实 特征 值 .x 是 4 的 对 
应 于 的 特征 向 天, 证 明 :》 只 能 是 土 1. 且 x 也 是 A4' 的 特征 向 量 . 

证 由 和 是 正 交 短 阵 知 ,4" 一 4 
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设 Ax== 轩 (x 考 0.4 隆 0, 因 为 |4| 二 土 1 关 0) ,两 边 转 置 再 右 乘 

x( 注 意 4 1x=A -xz) ,得 
x A! X=ArTx, 

即 TY x A x=Ar Tx, 
从 而 A ADTx=0, 
因为 是 4 的 实 特征 值 .x 也 是 实 的 特征 向 量 ,x 关 0, 所 以 ,x'x 记 
0, 故 1 ! 二 2,4 只 能 是 土工. 

当 ) 一 士 1 时 ,在 4x 一 必 一 ( 士 ])x(Cx 天 人 的 两 边 左 乘 47( 注 
意 到 474 一 站 ,得 

ATAx=( 土 1)ATx、 

即 x 一 ( 士 1) 和 TY 或 和 ITr 一 十 zy 
所 以 ,x 也 是 A&! 的 特征 向 量 . 


f 1 a 1 
例 3( 研 5.19) A | a i 1 ,已 知 线性 方程 
a 11 一 2 


组 Ax 二 了 有 解 但 不 惟 一. 

(1) 求 a 的 值 ; (2) 求 正 交 矩阵 到 ,使 2 48 为 对 角 矩 阵 ， 

解 (1 由 4x 一 了 有 和 解 但 木 惟一 . 知 rcA&,P) 二 rCA)-3, 用 
初等 行 安 换 求 秩 (&4. 队 。 


114a. HH /1 1 a 1 
(B= al 10 ail 1—a 0 |. 
io 1 1] -lo 0 (la De+o <i2) 


由 r(4,8) 一 r(4) 二 3 得 < 一 一 2. 
A—1 一 1 2 
(2) 出 一 AI= -1 AF2 -| 
12 -1 a71i 
AA 3)0 十 3) 一 0， 
得 几 一 0 一 3 必 一 一 3. 
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当 为 二 1 时 .求解 (01 一 息 Yx 二 0, 得 特征 向 量 x 二 (1 1, 1)"， 
yr 11,Ly 
单位 化 得 sa 一 ( 方 ' 方 ' 广 ) ， 
当 j=3 时 ,求解 (31 一 4)x 一 0, 得 特征 高 量 所 一 (一 10， 


了 请 信访 人 =lo,Ly 
D .单位 化 得 = (万 '0 万 ) ; 
当 几 = 一 3 时 ,求解 (一 31 一 入 )x 二 ,得 特征 向 量 六 一 
人 得 gg 一 [上 ,二 2 
<1, 一 2,1)1 ,单位 化 得 一 (而 有) . 
[二 二 1 
Ya3 YE v6 
取 oO-te,e:e)=-| 启 闫 |- 
1 1 Li 
3 fl 
? | 
则 QQ 'AQ= 3 


例 4 三 阶 实 对 称 答 阵 委 的 特征 值 为 .一 -1.a: 一 0 一 1. 对 
应 于 为 二 一 1 的 特征 向 时 为 钙 一 (0,1, 405, 求 4. 

解 ” 实 对 称 抵 阵 4 一 定 与 对 角 矩 阵 生 一 diag( 一 1 1，1) 相 
似 . 不 同 的 特征 值 对 应 的 特 量 正 交 . 在 与 mm 王 交 的 平 而 上 取 
两 个 线性 无 关 的 向 量 ,如 @ = 01,0,0)7 ,0 =(0.1, 一 1)7. 则 

一 一 0 六 二 GA 一 写成 矩阵 等 式 得 


一 上 
(Ge ，G) 一 | 1 | 
1 


记 P=(@, ge.0), 则 Pp-'AP==A, 故 得 A4=PAP”. 


242 第 5 章 特征 信和 特征 网 量 低 降 的 对 鱼 化 
注意 : @.. @;,@ 是 正 交 的 重量 组 ,只 需 单 位 化 是 得 单位 正 交 

1 :一 一 工 一 1 记 了 一 
向 量 组 : 第 顶 5011) 7, = 1 1 和. 记 了 = 


C17, 则 TT 一 到 (省略 了 求 着 矩阵 的 运算 ) ,电工 47 一 


在 ,从 而 得 
A=TAT '— TAT! 
1。 1 9 二 1 
工 0 一 1 vi v2 
= V2 1 1 0 0 
0 J 
v2 v2 V2 2 
1 0 0 
-| by 1 
0 1 Os 
例 5 设 和 是"” 阶 实 对 称 和 矩阵 .证 明 ， 
(1) 若 存 在 可 逆 撼 阵 吾 、 使 得 4 二 BB'B, 则 4 的 丰 对 角 线 上 的 


元 素 全 部 大 丁 零 : 

(2) 设 w,a: va, 是 和 的 = 个 正安 单位 特征 向 量 . 对 应 的 
特征 值 是 和 4: 则 

A 一 Ao TA G0 二 二 G0 

(3) 当 ?=3 时 ,已 知 4 的 特征 值 为 4: 一 1 一 2 二 3 对 应 


的 特征 向 量 为 
= .02 一 (1 一 2 一 (0, 一 1 求全. 


解 令 B8 二 (5,). 则 
by bu bu) fb Bb bl 
Bs br oe ba | bo be bs 
A4—B'B = 日 日 日 日 
bn Ban bon) Bn Bb Bon 
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| 2 Dibba Db 


Db | 


1 


4 二 B'B 的 对 角 万 为 如， 和 为 可 递 ， 
detB 闫 0 所 以 .Broo 各 ,0 二 1.1on) 不 多 为 0 所以. 丰 的 下 
对 角 线 上 的 元 素 全 部 大 

(2) 令 T= (QC) ,因为 8 -@、… .tr 是 单位 正 交 向 
盟 组 .所 以 工 起 止 交 矩阵 . 即 

了 =(Q oli). 有 量 
和 T= 一 iagG4 :所 以 


Ta， 1 季 ] 
! li 
A =TAT- -TAT =<) 1 | 
可 
. :| 
1 hia! 
从 而 得 A 二 


(3) 由 于 四 ,号 ,ee 是 不 癌 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 .所 以 正 
交 , 即 四 ，c. .as 是 正 交 向 其 组 。 
入 


(一 1.2.3)， 


] 1 i 
D0 1) 
v3 ”人 2 


是 正 交 单位 特征 向 量 组 ,由 (2) 得 


则 入 一 
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13 一 2 一 5 
A=AY 入 十 为 加 侍 二 4 和 % 避 一 二 -2 10 一 2|. 
5 一 2 13 


例 6 (习题 18) 设 #n 阶 生 阵 A 的 元 素 均 为 1. 

(1) 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 

(2) 入 可 否 对 角 化 ? 若 可 以 , 求 拓 和 阵 卫 使 得 P- 4P 一 4( 对 角 
惩 阵 ) ， 

《3)》 和 有 (2) 是 4+ 的 mm 次 多 项 式 .日 常数 项 为 0. 证明 存 在 《E 
> ,使 得 f(A4) 二 .并 求 出 名 

解 (1) 由 5.2 例 9 知 : 4 有 一 个 非 0 特征 值 为 行 和 .0 屁 
2 一 1 和 草 特 征 值 . 

各 的 竺 行 行 和 都 是 = 由 


1 0 


1 … 1 1 1 
可 见 二 nn 时 ,对 应 的 特征 向 晤 是 元 素 全 部 为 1 的 维 列 向 
量 , 记 为 一 (1, 1 1)7s 
和 二 0 时 ,由 (31 一 息 ) x 二 一 和 x 二 9 的 同 解 方程 
zi 十 十 二 0， 
得 "一 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 : 


1.1,00)T， 妇 一 (一 1.0.1 0 , 
2 1 一 (一 1， -0.1)7. 
一 1 一 1 一 1 1 
1 0 1 
(2) 令 P=Cm =| 0 1 0 1 


0 0 11 
则 P 'AP=diag(0,, 0,n) ~—A, 
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《3) 由 (2? 的 结果 ,4 一 P4P ,全 的 特征 值 为 4. 则 /4) 的 特 
征 值 为 70, 即 六 和 f(0) 一 0(n 一 1 重 ). 
因为 当 上 ,1E 要 时 ,有 


A'=PAP 1， 
和 4 4 十 040-P(ah5 | 5)P- 
所 以 f(4)= P/VP '. 
0 
0 
妈 f(4)=P 、 IP! 
- | 
1 La 
0 1 
_Kop| 1 
| 
n 


其 中 = 了 ,所 以 104) 一 &4， 


例 7 试验 性 生产 线 每 年- -月 进行 熟练 和 长 熟练 工 的 人 数 
统计 ,然后 将 176 熟练 工 支 援 其 他 部 门 , 其 缺额 由 招收 新 的 非 熟 练 
工 补 齐 .新 老 非 熟练 工 经 培训 及 实践 至 年 终 考核 有 275 成 为 熟练 
工 . 设 第 ”年 -月 份 统计 熟练 工 和 非 熟 练 工 所 圳 自分 比分 别 为 
小 记 成 向 量 一 Crt) 
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一 1 
62) 验证 时 一 | ?| ,二 = | | 是 4 的 两 个 线性 无 关 的 等 征 向 
地 ,并 求 山 相应 的 特征 值 ， 
f11 
[x| 三 | fe 
(3) 当 | 一 时 , 求 . 
2 】 去 | yr 
2 


解 《1) 第 ”后 熟练 上 和 非 熟练 上 所 酉 百分比 分 别 为 z,， > 
第 ”二 1 年 的 熟练 工 所 占 百 分 比 x,- ,是 由 上 一 年 留 下 的 熟练 工 


全 吉 加 上 上 新 招 的 吉 c， 和 上 一 个 非 熟练 工 >。 两 者 经 培训 吉 核 后 的 
2:5( 成 为 的 练 工 ) 组 成 - 即 mi 一 号 坟 十 二 (二 二 二 四 第 1 


年 的 非 熟 练 工 所 占 冰 分 比 y ,是 由 新 指 的 训 x 和 上 “年 非 熟 练 
二 ww, 两 痛经 培训 总 核 后 余下 的 3 5 为 非 熟 练 1) 纽 成 . 即 x,-， = 


3 (#7 + 所 以 


a ol 
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了 
得 和 -41 一直. 可 以 求 得 》 一 1 对 庶 的 特征 向 证 耳 一 | |， 


-1 
2 十 #z 特 全 向量 丽 一 | | 
[9 2 . 
lio 生息 -|- 
mo sb 
10 3 | 
19 .21 
ii0 -Da 
| 
[i 3 
所 以 .一 1 为 -- 个 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 全 .入 一直 为 
另 个 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 为 全 
由 于 丸 天 ,A 与 对 角 短 阵 相似 . 令 P=(h 和 9. 则 


Pp ‘AP=diag 


| 
' 
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人 
ea 
， 加 HR 
es 


这 里 的 3 个 小 题 实际 上 给 出 求 z,-，，ys+i 这 个 应 用 问题 的 3 
个 步 又 .一 般 来 说 ,这 类 应 用 问题 的 解决 大 都 要 经 过 这 3 个 步 又 ， 
即 先 列 出 zx, +， -1 的 表达 式 : 再 用 -个 向 量 &, 的 等 式 表 示 之 ， 
然后 找到 -与 的 递 推 关 系 式 ，- 般 是 用 矩阵 表示 ;车 矩阵 与 
对 和 角 和 矩 阵 相似 . 求 和 矩阵 的 次 方 就 是 求 特征 值 ,特征 向 量 和 做 短 阵 
乘法 的 运算 . 


5.5 部 分 疑难 习题 和 补充 题 的 题解 


E (习题 蕊 设 x x，X, 是 筑 阵 和 的 不 同 特征 信 2, ,4, 对 上 应 的 特征 
也 最, 让 崩 x 一 训 十 x; 不 是 生 的 特征 向 量 . 
证 反 证 法 , 设 忆 xz ht 是 生 的 特征 向 量 , 对 应 的 特征 值 为 4. 居 
于 (x 十 关 十 一 ACRI 十 X22 十 Xs 了， 
AI 一 种 53 一 由 区 一 AU 十 hs 十 hs 和 3 一 和 一 光一 4 
得 (CAA; + (A— A) x (A— A Dr =0. 
因为 本 加 特征 值 对 诺 的 特征 向 量 x ， x;，x; 线性 尤 关 , 所 以 2 一 A 0、 
即 4 一 Na 加, 这 与 题 设 巴 盾 , 故 如 二 各- 吓 % 不 是 4 的 特征 向 量 . 
2 (习题 5) ”让 明 对 合 知 阵 4(4 一 电 的 特征 值 只 能 是 | 或 一 1. 
证 设 人 是 4 的 一 个 特征 值 , 即 
EE 
则 x -Ir=A x=Ax (x 
所 以 .1. 即 全 的 特征 值 一 1 或 一 1 
3 (习题 10) 设 B P '4P.x 是 处 阵 4 属于 特征 值 1. 的 特 社 向 量 - 
证 明 :P7'x 是 知 阵 B 的 对 应 其 特征 值 4, 的 一 个 特征 向 量 . 
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证 由 x=XAx (Cr 天 0，P- xc 天 0) ,得 
BP x) -CP AP) (PN) 
一 PAY 一 Pb) A Px). 

所 以 ,P 'x* 是 矩阵 B 的 对 应 其 特征 值 入 ; 的 一 个 特征 向 量 . 

4 (习题 12) 设 A4~B.C~D, 证 明 ; 他 一人 °). 

0 CA 0 了 

证 由 4 一 BC 一 了 ,可 知 在 让 P, 鹃 ,使 得 B= P14P,D=2 CCC， 

所 以 


6 (0 oe oe veo) (eo) 
于 是 命题 得 证 . 
5 着 汪 明 mm 阶 矩 阵 


0 
只 有 鹤 特 征 值 ,其 特征 子 空 问 是 E" 的 - 维 子 空间 ,并 求 它 的 基 - 

解 由 | 术 一 J 二 4":-0. 可 知 4=0, 即 入 只 有 符 特 征 值 、 

由 Jx= 0x= 申 及 二 1 一 1, 得 x 二 {1,9,…, 0)' 是 4=0 对 应 的 特征 
子 空间 的 基 . 所 以 ,特征 子 空间 是 及 "的 一 维 子 空间 ， 

6 (习题 20) 设 三 阶 剑 阵 丰 有 二 重 特征 什 41 .如 果 志 一 (1,0,1)7, 志 
(一 0 一 D1 一 (4,1.0)T ,x 二 (0,1, 一 1)7 都 是 对 应 于 久 的 特征 向 
量 , 问 和 可 否 对 角 化 ? 

解 ” 二 阶 和 矩阵 的 特征 方程 是 三 次 方程 , 必 有 一 个 实 根 入 -又 入 是 和 的 一 
重 特征 值 ,所 以 如 是 单 根 , 滩 对 应 于 多 的 特征 向 量 为 ,4 对 应 的 线性 无 关 
《不 成 比例 ) 的 特征 向 量 有 两 个 ,如 而 ,为 ( 或 贡 ， ,或 向 ,xX 成 区 儿 注 
意 不 可 能 有 多 于 两 个 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ). 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 最 
线性 无 关 ， 所 以 ,三 阶 称 阵 4 有 3 个 线性 无关 的 特征 向 量 ,4 可 对 角 化 
4 一 1 


一 3 2 
7 (习题 20 已 知 4= (2) 车 f(D=| EE 


zr 


解 由 f= ri 一 (x 十 1) 一 x', 得 
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二 (一 上 (十 站 一 和 A: 二 一 和 一 
2A+3 


! 一 2 
由 Ma 一， 》 | -e 和 全 风 特 古本 一 1 一 对 放 的 


2 


特征 向 景 分 别 为 in 一 人] ,= 人， 


令 P-(。 | 则 piap=( )-4 
2 1 全 一 2 “ 
于 是 PiAP 一 人， 即 本 一 Ph !. 从 而 
f(A) =PAIP 一 PhcP- ~ PP =P(A" —A—DP' 


-人 人 (so 下) 
3 4 0 0 
4 -3 00 

8 (习题 22) 设 4- | 。 。 4| "来 佑 (k 为 正 整数 )， 
0 ¢02 

解 令 

‘(0 Ot) 
ee 
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1 

一 和 人 0 1 7) 

1 20 CD 2 
(oY 2 
= . 
2420—1)* 1 146 一 1 


C 不 可 对 角 化 , 记 C=21+DD, 其 中 加 一 人 中 , 则 De--0. 


用 二 项 式 展开 计算 C* 得 
二 2 
(EE 2 ) 
瑟 0 
于 是 ， #-( ) 
gC 
4 25H2—3)! 0 0 
人 252 BB) 0 0 
0 0 2 242 | 
0 0 0 2 


….#). 证明 ; 


9 (习题 26) 设 # 阶 实 对 称 答 阵 息 的 特征 值守 0 Ci 
存在 特征 值 都 是 非 负数 的 实 对 称 矩 阵 召 ,使 得 4 一 中、 
证 二 为 实 对 称 和 矩阵 , 故 存在 了 T( 正 交 阵 ) 使 了 AT 一 diag(Ch ,A 和). 
于 是 
一 下 dag(1 ya) Tl! 


注意 4>0G 一 1 得 
A=Tdiag( VW ,VET ITdiagCv sr, VA T= B’, 
其 中 B=Tdiag(vH,… ,VN)T' 的 特征 值守 0 二 1,…, 巩 ， 
10 (习题 27》 设 和 起 为 n 阶 实 对 称 团 等 矩阵 ,r(4)= 二 7, 求 |4 一 21|. 
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解 ”利用 2?25 题 结果 :T7 AT 一 diag(1，1.0, 0)( 共 中 1 有 个) 
出 了 (4 一 2DT 一 了 4 一 27=: diag( 一 1 一 1 一 2 2)， 
得 14 一 2 天 一 1T-1(4 一 2D 了 TI 一 (一 Dr 2 

11 (补充 题 30) 设 A=(a, 3.1: 已 知 0 是 息 的 二 重 特征 值 .1 是 4 的 单 
草 特征 值 , 求 矩阵 刀 的 特征 多 项 式 det(AI 一 各) . 


解 利用 D12, 一 Dyas, 即 0+011 十 丸 一 bp ,得 Ys, 一 1. 
所 以 


-AI 一 GOD 人 (一 
12 (补充 题 32)” 设 为 ,41，… ,2 是 矩阵 4 二 (av )=x。 的 "个 特征 值 . 证明 


2 = DD) Daan. 
证 市 条 
| 宁 十 4 -二 中 "| 一 短 一 息 1 
二 (17 
于 是 
| 条 一 各 11 业 十 | -一 | 一 和 | 
一 (大 一 知 )( 天 一 条 )( 半 一 碟 )。 
即 
| PE 一 本 | po RO 


所 以 ， 针 .… ,由 是 A? 的 特征 值 , >72? 是 47 的 迹 - 即 


Fx rt = DD aon. 

13 (补充 古 34) 。 设 从 ,下 都 是 m 阶 夭 阵 ,4 有 个 豆 不 相同 的 特征 值 .下 
明 ， 48 BA 的 充分 必要 条 件 十 4 的 特征 向 量 也 是 有 的 特征 向 量 . 

证 ”必要 性 : 因 入 有 个 互 不 相同 的 特征 值 ,所 以 A 有 个 线性 无 关 的 
特征 商量 , 故 生 可 对 角 化 ， 


(8 天 0， = 1 
如 ACBx,) = BCAx,) 一 BOA x,) = 入 (Bx,)， 
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上 Bx, € Vi (A). 

因 是 4 的 单 重 特征 值 .对 应 的 特征 子 空间 是 - 维 的 ,所 以 ,WV 《和 4) 中 
任 了 个 向 量 成 比例 ,于 是 

Bx pk, (一 1,2， 5)， 

故 x 也 是 虽 的 对 应 十 特征 值 w, 1,2,…,n) 的 特征 向 量 . 

充分 性: 网 为 4 可 对 角 化 ,所 雇 , 和 占有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 记 4 的 
nn 个 线性 无 关 的 特征 向 芋 为 xi,…，xo《 也 是 吾 的 特征 沿 量 )， 其 对 应 的 4 各 
昌 特征 值 分 别 为 和 ,spa At 即 

Ax=Axe Bo=pr, (xA0, j=1,2 
令 P=(m x), 则 
PI'AP=diag lh ha no) 一 入， 


PIBP=diagtph :py 一 4 
利用 对 角 和 矩阵 4 与 4: 的 乘积 可 以 交换 .得 到 
(P API(P :BP}= AA:=A:A'—=(P"!BP) CP AP). 
下 式 吓 边 左 乘 P, 右 乘 已 ', 即 得 A8B* BA。 
14 (补充 题 35) 设 4, 百 邯 是 ”有 阶 绚 阵 ,8 的 特征 多 项 式 /一 
1 一 中 |. 证 明 :了 (4) 可 逆 的 完 吉 条 件 为 B 的 任 一 特征 值 部 不 是 的 特征 值 ， 
证 必要 性 ; 设 昌 的 特征 值 为 1 ,43,… ,4,， 即 8B 的 特征 多 项 式 为 
F039= BAA A A 
于 是 ,了 和 二 (4 一 机 D(A 一 AD (A 一 了) ,由 天 4) 可 道 , 即 
| Fa 一 |( 和 一 为 下 (有 一 姑且 (4 一 人 下 | 
二 44 一 了 | 和 一 入 了 -14 一 和 了 | 尖 0， 


可 得 14—4f| DD" INI—A|A0 (i=1 ,2 
及 以 ,BB 的 特 入 和 值 4.(i= 二 1,2.… ,a) 都 不 是 4 的 特征 值 . 攻 此 性 得 证 . 
其 道 亦 真 ,内 为 由 
AT AIO (i= 
即 得 [FM)| = IA A hI. 
所 以 ,7(4) 可 道 ， 


注意 ， 不 能 把 各 代 人 了 (0 := | 好 一 中 中 的 1 而 去 求 FA 一 14 下 性 | ,这 
样 f(A4) 成 了 个 数 而 不 是 矩阵 了 。 
15 (补充 题 36) 证明 反对 称 实 矩阵 4 的 特征 值 4 必 是 零 或 纯 虚 数 、 
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证 已 知 入 一 一 4, 并 = 得 让 -一 一 4. 
设 Ax-Axr Cx 
上 式 两 边 取 共 轮 和 转 置 , 然 后 表 右 乘 <. 将 蕊 ' = 一 4 代 和 人 ,得 
Ax) Tx= Ce) Tx, 
OTA xs 页 (xy 
一 (CD)T4x 一 XCC)Tx， 
一 CDTx 一 XIDTz 
由 于 x 天 0 时 ,zx>0, 所 以 , -2 -因此 ,4 必 是 零 或 纯 庶 数 . 
16《〔 补 充 题 37) 已 知 @ sai ao) 上 曙 一 (机 :如 ?是 及 中 两 个 非 零 
的 正 交 向 最 ,证 明 ,矩阵 4 一 78 的 特征 值 全 为 零 , 且 4 不 可 对 角 化 ， 
证 由 @.B 正 交 , 知 Bor 二 0, 所 以 
A =a' (Ba p=a 0F=0. 
设 4 为 4 的 任意 一 个 特征 值 , 即 
Ax =Ax (Cx), 


则 
A A = Or 0. 
由 于 x 关 0, 故 1 一 0, 所 以 4 的 特征 值 全 为 零 . 
当 4=0 时 , 则 CU 一 A}x 二 一 Ax 一 由 
因为 x, 有 为 非 夫 向量 . 故 4 一 如 有 <0( 零 矩阵 ) ,所 以 54) 产 1， 又 (4 一 
区 人 有 sr 有 一 1, 故 ra 一 1 .4x 一 人 的 基础 解 系 充 含 = 一 1 个 线性 无 关 的 
解 向 量 , 即 入 没有 z 个 线性 无 关 的 特征 向 量 * 所 以 入 不 可 对 角 化 . 


6.1 基本 要 求 与 内 容 提要 


1 基本 要 求 


《1) 理解 实 二 次 型 与 实 对 称 和 矩阵 疗 的 一 一 对 应 关系 ;熟练 党 

握 二 次 型 的 矩阵 表示 
f(x) = 一 AT4T， 其 中 A471 二 4， 

(2) 熟悉 矩阵 4 合同 (或 相合 ) 于 8 的 定义 ,理解 合同 关系 是 
等 价 关 系 . 

《3) 熟练 掌握 化 二 次 型 xr4z 为 平方 和 (标准 形 } 或 求实 对 称 
矩阵 4 的 相合 标准 形 的 3 种 方法 : 正 交 变换 法 ;配方 法 ;各 同型 初 
等 行 . 列 变换 法 ， 

(4) 了 解 惯性 定理 ,会 求 矩 阵 4 的 正 . 负 惯性 指数 和 符号 差 ， 
会 求 二 次 型 的 规范 形 ， 

(5) 熟练 掌握 正定 二 次 模 ( 正 定 矩 阵 ) 的 定义 和 判别 方法 . 

(6) 熟悉 实 对 称 矩 阵 4 正定 (二 次 型 正定 ) 的 各 种 等 价 命题 
(正定 的 充 要 条 件 ). 

《7) 理解 态 正 定 的 必要 条 件 ; as >0 (i=1,"… ,nD) 1detA4>0、 

《8) 会 利用 正 交 变换 化 二 次 型 为 平方 和 及 坐标 平移 方法 判别 
一 般 二 次 曲线 和 曲面 的 类 型 . 
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2 ”内容 提 变 


41) 实 二 次 型 x"Ax( 简 称 二 次 型 ) 与 实 对 称 矩 阵 4 之 间 的 一 
一 对 应 。 
7 元 二 次 型 (n 元 二 次 齐 次 函数 ) 
flrisTar mr) 一 Dear: + 2 2auzor, 
守 Ge 


可 以 用 目 阵 乘积 x? Ax 来 表示 (其 中 4 一 Cas),y， 为 实 对 称 矩 阵 , 称 
为 二 次 型 fz yrs, 对 应 的 矩阵 ,x 二 (7 rz) 


若 和 4 为 对 角 答 阵 ,对 应 的 “次 型 x 和 x 一 Dear: 为 平方 和 . 


二 次 型 x'4x 经 过 坐标 变换 (或 说 非 退 化 线性 变换 ) x=Cy (C 

为 可 道 矩 阵 ) ,化 为 jy，y:……， 3 的 二 次 型 
xT4x =y' (CTAC)y=y By， 其 中 B =CTAC, 

《2) 矩阵 A,B 合同 (或 相合 )(4 一 肥 , 即 存在 可 逆 矩 阵 C, 使 
得 BB=CTAC. 

合同 关系 是 等 价 关系 , 即 具有 : 自 反 性 (YA, 妨 二 44); 对 称 性 
(车 4 二 B, 则 8 一 4 ); 和 传递 性 ( 若 4 全 B,B 守 C, 则 4 二 OO). 

(3) 实 二 次 型 x'Ahx 化 为 平方 和 (标准 形 }, 即 求实 对 称 短 阵 4 
的 相合 标准 形 有 3 种 方法 : 正 交 变 换 法 ;配方 法 ; 和 同型 初等 行 、 
列 变换 法 . 

中 正 交 变换 法 (主轴 定理 ) ” 实 对 称 和 矩阵 入 , 必 存 在 正 交 矩阵 
旬 , 使 得 


Q 140=Q"AQ— diag Ci Asse A,). 
正 交 变 换 法 得 到 的 4 的 相合 标准 形 也 是 4 的 相似 标准 形 ( 见 第 5 
章 5.42. 若 令 x 一 Q@y, 则 二 次 型 化 为 平方 和 
fr Tr) x Ar=y (QAQ)y 
= 加 并 十 4 间 十 十 yx， 
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其 中 心 必 《1 玉 2 项 的 系数 ) 必 是 和 的 特征 值 . 正 交 
变换 所 得 标准 形 (不 计 ,Ms ，……' 的 排序 ) 是 惟一 的 . 

名 @ 配方 法 ” 先 将 合 zf 及 my, 的 项 配 束 完全 平方 ,再 将 售 妈 
及 zs, 的 项 配 成 完全 平方 ,继续 之 ,直到 化 为 平方 和 为 止 . 即 

fr re Td) ath rt 十 Ta) 十 

a ots bas Ts 二 "二 bonTa) 二 a . 

如果 Czy"… 74) 中 没有 x9，…，,x* 的 项 ,但 有 airizas 

的 项 . 则 先 令 ri 一 圈 十 加， 和 一 力 一 2 一 一 3 将 二 

次 型 Flzlymay…vze) 化 为 二 次 型 g(7i yy) 然后 再 用 配 
方法 . 

回 同型 初等 行 、 列 变换 法 ” 设 二 次 理 Frziyzaev ero) 一 
xx, 对 4 做 若干 同型 的 初等 行列 变换 化 4 为 对 角形 ,对 单位 矩 
阵 工 只 做 同样 的 初等 列 变换 . 即 

入 \ 同 型 行列 变换 fA 
( To)， 
则 CiTAC 一 A 一 diag(qdi ,dz，,…,d,)《 对 角 阵 ). 
令 x=Cy, 则 TAX 二 yy 一 di 计 十 dz 如 十 十 dny?。 

(4) 惯性 定理 ,二 次 型 的 规范 形 . 

实 二 次 型 xTAx 化 为 平方 和 ( 实 对 称 矩阵 4 相合 于 对 角 阵 ) 所 
得 标准 形 不 是 惟一 的 . 但 是 对 角 元 中 正 数 的 个 数 pp( 正 惯性 指数 ) 
和 负数 的 个 数 "一 六 负 名 性 指数 ,其 中 > 是 4 的 秩 ) 是 由 分 惟一 确 
定 的 - 符号 差 二 p 一 (7 一 一 2p rr 

若 和 的 正 惯 性 指数 = p， 秩 (4) 一 ~, 则 和 一 定 相合 于 对 角 阵 
有 一 diag(1, 1, 一 1 一 1,0…0), 其 中 (十 1) 是 声 个 (一 1 
是 (一 如 个 ,0 是 Cz 一 门 个 . 称 此 对 第 矩阵 为 4 的 合同 规范 形 ， 

《5) 正定 二 次 型 (正定 拭 阵 ). 

车 YX 关 0(xE RR'),n 元 实 二 次 型 f(x,X;， 一 Xx 和 恒 
大 于 0, 则 称 xr4x 为 正定 二 次 型 , 称 对 应 的 矩阵 4 为 正定 矩阵 , 例 


1 
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如 riya re) 二 dixf 十 dz 如 十 … 十 dx? 正定 的 充 要 条 件 是 
d ,之 0(i 二 1,2,… nn), 和 二 (a,)svi 正 定 的 必要 条 件 是 4a, 之 0(i= 
1，…0) ,det >0. 

《6) 对 于 nn 阶 实 对 称 算 阵 4 二 (a, ),x, ,下列 命 题 等 价 : 

中 4 是 正定 矩阵 ,或 x'Ax 是 正定 “次 型 ; 

回 4 的 正 惯性 指数 为 n, 即 A 二; 

图 存在 可 道 矩 阵 卫 ,使 得 A 二 P'P; 

四 A 的 # 个 特征 值 X1,4,，,… ,4, 都 大 于 零 ; 

@ 4 的 个 顺序 主子 式 ( 左 上 角 主 子 式 ) 都 大 于 等 , 即 


Qn 


4:|= 


a a 

(7) 若 Y x 了 0CxE€R), 有 (x) 二 xTAx<<0, 称 f(x) 为 负 定 二 
次 型 , 且 称 对 应 的 矩阵 4 为 负 定 和 矩阵 , 车 Yx 了 0(xE R"), 有 
(x) 二 x'Ax 之 0( 所 0) 且 存在 x 二 0 使 得 可 4m 一 0. 称 f(x) 为 半 
正定 ( 尘 负 定 ) 二 次 型 ,并 称 对 应 的 矩阵 4 为 半 正 定 ( 半 负 定 》 
矩阵 ， 


6.2 二 次 型 的 定义 和 矩阵 表示 “合同 矩阵 


1 二 次 型 的 定义 和 算 阵 表示 
(1) zz 元 二 次 齐 次 多 项 式 
fz) 一 六 ar 一 3 2azrir， 


EH 1<cr<n 
= auz! +2ar Tr 二 2371za Tia 
az 碍 十 2asxaza 十 … 十 2azerazs 十 十 


2 
Gale 2as lata Tn 十 Qnrnzn 
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(其 中 a, EF,iyj 王 1,2,…*,) 称 为 数 域 下 上 的 x 元 二 次 型 , 下 一 及 
时 , 称 为 实 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 令 4 一 (ev ) nx 其 中 心 一 au (1 扫 
i<jEn) ,rir 


3 一 mhr 


sir 


这 是 二 次 型 的 和 矩阵 表示 ,并 称 实 对 称 矩阵 4 为 二 次 型 对 应 的 
矩阵 . 这样 ,研究 二 次 型 的 性 质 , 就 可 转化 为 研究 实 对 称 矩 阵 4 的 
性 质 ， 

(2) 必须 注意 ,一 次 型 对 应 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 , 例如 三 元 二 
次 型 


Ca yarzs) 一 到 十 2 妇 一 下 十 zs 一 2rlzs 十 2zraxs 


1 去 一 1 


= ars) 二 2 "| 
—1 1 -Un 
1 1 —2][z 
一 (zi ee 2 zs 
0 0 一 可 (es 
] 3 Da 
=trror)|-2 2 3llrl. 
—3 -1 -ll 


上 式 中 只 有 第 -- 个 实 对 称 和 矩阵 才 是 二 次 型 对 应 的 矩阵 ,其 余 两 个 
(可 以 有 无 穷 多 个 ) 都 不 是 此 一 次 型 对 应 的 矩阵 . 给 出 二 次 型 
Frivra ve) 根据 其 系数 可 以 写 出 入 一 (au )ws， 得 到 矩阵 表 
示 : xT4x- 

当 x=(Bi ,B24nr6.) TER" 时 ,由 Xxx 二 (XxX,x) 《x 与 x 的 内 积 
或 模 的 平方 ) ,可 知 x'x 实 0, 而 xx 一 0 的 充分 必要 条 件 是 x 二 0. 
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同样 .二 次 型 也 可 以 用 内 积 表示 为 
和 

C3) n 元 二 次 型 x "Ax 经 过 坐标 变换 x 一 Cy(C 为 于 阶 可 道 矩 

阵 ) 可 以 化 为 mv 的 二 次 型 
xTAx— Cy TACy=y (CAC) y= 9 By, 

其 中 B= 二 C7AC 仍然 是 实 对 称 托 阵 . 

车 B== diag(5 ,如 ,… 6) . 则 对 应 的 二 次 型 yBy 一 了 >)by? 为 
纯 平方 项 的 和 . 

车 *,y 看 成 是 向 量 & 在 两 组 基 Bi .B, 下 的 坐标 , 则 非 退 化 线 
性 变换 x=Cy 就 是 坐标 变换 公式 ,C 是 从 基 B, 到 基 B: 的 过 滤 
攀 阵 . 


2 矩阵 合同 关系 及 其 性 质 


实 对 称 和 矩阵 和 ,下 的 合同 概念 及 其 性 质 ,在 内 容 提 要 中 已 陈 
述 , 这 里 不 再 重复 .不 过 还 要 指出 两 点 . 

《1) 任意 的 实 对 称 第 阵 都 与 对 角 阵 合同 ,但 对 角 阵 不 惟一 。 

《2) 若 实 对 称 矩 阵 ,上 8 合同 , 则 4,B - 定 等 价 (相抵 ). 车 实 
对 称 矩 阵 及,B 相似 , 则 A,B 必 合同 , 因为 4 一 史 , 则 4,B 的 特征 值 
) ,… ,4 相同 ,于 是 ,存在 正 交 短 阵 2 ,@: ,使 得 

Cr40 = QA0 一 diag0 wh) 一 人 BO 

从 而 (0D QA(Q.07)—0" 4Q0=B. 
其 中 Q=07', Q'~—(Q.)"Q! 一 (CD 一 0 

反之 不 成 立 , 即 4,B 合同 不 一 定 相似 .和 ,8 合同 而 不 相似 的 
例子 如 下 : 
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1 一 2 0 
“2 5 1 
oO 1 一 上 
答 frivrsvrs)=x!T 5 — ridrizt2r rs. 


例 2 问答 阵 


例 1 问 4= 对 应 的 二 次 型 是 . 


2 1 0 3 0 0 1 0 0 
A=|1 2 01，8=|0 1 0 与 D=|0 1 0 
‘0 0 3 0 0 3 0 0 3 


中 哪些 相似 ? 导 些 合同 ? 为 什么 ? 
解 8,DD 均 为 对 角 阵 ,特征 值 就 是 其 对 角 元 . B 和 D 的 特征 
值 分 别 为 3,1,3 和 1.1,3, 特征 信 不 同 的 矩阵 必 不 相似 ,所 以 下 和 


DD 不 相似 .但 8 与 D 是 合同 的 ,因为 若 取 C=diag( 广 1"!)' 风 


CTBC 一 也 . 
Ia-2 -1 0 
I 一 A|l=|—1 4—2 0 
0 0 4—3 
=Q—3) Rt3)= AHA-1) 
=0, 
故 知 4 的 特征 值 为 ; 入 二 一 3,4 一 1, 所 以 和 DD 不 相似 . 
因为 A 为 实 对 称 和 矩阵 , 必 存 在 正 交 阵 2 二 C7,7.,%) ,使 得 
Q 140=0'AQ=diag (N14,h) —diagt3.3,1). 
若 取 了 一 (和 ,5 为), 则 
TAT=TIAT =diag(3,1,3)=B. 
所 以 ,4 与 B 既 相 似 又 合同 ,从 而 ,4 与 合同 而 不 相似 . 
例 3 设 矩 阵 
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1 111 4 
i111 0 
A111| 2 0 
1 111 0 
则 4 与 BC )， 
《A) 合同 且 相 亿 ; (B) 合同 但 不 相似 ; 
《C) 不 合同 但 相似 ; CD) 不 合同 且 不 相似 . 


答 选 (A). 因 为 4 是 实 对 称 矩阵 ,所 以 4 一 diag(hl hs， 
44) ,其 中 心 , zs 为 4 的 特征 值 .4 的 各 行 行 和 都 是 4, 得 1 一 
4; 由 rf(4) 一 1,det4 一 0, 得 如 一 0 是 妨 的 3 重 特征 秆 (x 一 r(421 一 
六) 二 3) ,所 以 和 二 入 一 1 二 0, 和 一 diag(4,0,0,0) 一 B.A 与 B 相似 
必 合 同 , 故 (A) 成 立 , 
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(1) 二 次 型 的 标准 形 

7 克 二 次 型 f 二 Xi 和 x 总 可 以 经 过 坐标 变换 x 一 Cy(C 为 n 阶 可 
道 矩 阵 》 化 为 了 的 二 次 型 : f= 二 x A 和 x 一 (Cy)'ACy 二 (C74C)y 二 
7y5147, 其 中 上 一 CTI4C 一 diagten ,ds ,dz ) 为 对 角 征 阵 . 这 时 对 应 
的 二 次 型 为 纯 平方 项 之 和 , 即 

了 一 xT4x 一 yT4y 一 2 

称 平方 和 的 形式 为 二 次 型 了 的 标准 形 . 求 f 的 标准 形 就 是 要 求 与 
4 合同 的 对 角 和 矩阵 4. 

(2) 求实 二 次 型 f= 4x 的 标准 形 ( 化 为 平方 和 ) 有 3 种 方 
法 : 正 交 变 换 法 ;配方 法 ;同型 初等 行 、 列 变换 法 (在 内 容 拓 要 中 已 
经 说 过 3. 

正 交 变换 x 一 Qy 是 保 长 度 , 保 角度 的 变换 , 即 x x 一 (Qy)"Qy 一 
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J(QTQ)y 二 y"y (QQ= 也 .这 个 性 质 在 几何 问题 中 很 有 用 . 倪 
如 ,在 及 ?中 .曲面 
Cryra Ti)—x Ax 
二 Qh 十 qzs 如 十 dss 开 十 2awzizs 十 
2aisrtas 十 2aszari 一 1 
经 正 交 变换 x 二 Qy, 得 到 标准 形 
f=x Ax=A yh yl1. 
所 以 由 特征 值 ..4;,2, 的 符号 好 可 以 判别 曲面 的 类 型 若 入 ,1 ， 
3， 全 为 正 数 , 则 上 式 是 椭 球 面 方程 ;车 ,aaa 中 一 个 负 的 两 个 
正 的 . 则 表示 单 叶 双 曲 面 ;一 个 正 的 两 个 负 的 , 则 表示 双 时 双 蝎 面 ; 
苦 太 一 0,hs hs 均 为 正 的 , 则 表示 母线 平行 于 Ox 轴 的 棋 圆 柱 面 
等 . 在 R? 或 空间 中 ,判别 曲线 或 曲面 的 类 型 时 ,必须 用 正 交 变 
换 法 ( 即 做 坐标 系 旋转 ,保证 医 形 在 变换 前 后 不 变形 ), 而 不 能 用 配 
方法 和 初等 变换 法 、 
例 1 求 三 元 二 次 齐 次 函数 
f= fn sr TI) = 2 rs 2 Ta 2 ro rs (1) 
在 x 二 (zor tres)? 满足; xTY 一 好 十 斑 十 好 一 1 时 的 最 小 值 . 
解 ”所 给 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


8 1 一 ! 
各 一 1 0 中 
一 1 1 9 
A —1 1 
IA—A|=|—1 A 一 计 一 人 A 二 2) 一 1) 一 0， 
] 一 1 A 


得 六 一 2， 一 1( 二 重 ). 
对 办 一 一 2, 对 应 的 特征 向 量 为 (1, 一 1,2)7 ,单位 化 后 得 
Li ll 
4- 六 ' 在 ) 
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对 2 二 1, 基 础 解 系 为 : 《1,1,0)',( 一 1,0,1)1 ;用 施 密 特 正 交 
化 方法 ,得 单位 正 交 的 特征 向 生 


1 1 _l 
Yi 
1 1 1 
Q=( ,和 各) 一 万 万 万 
2 0 2 
VS V5 
则 有 QAQ0=0 'AQ=diag(—2,1,1). 


对 二 次 型 (1), 做 正 交 变换 x 二 Qy, 得 
fn =x Ax—y (QA0)y= -2 ++ y= p(y). 
相应 地 ,条 件 x'x=xf 十 十 可 二 1 化 为 
y (QODy=y y= + m1. (2) 
原 题 化 为 gCy) 一 一 2x 十 受 十 闪 在 条 件 (2) 下 求 最 小 值 . 由 
一 一 2 十 六 十 六 实 一 2(¥ 十 并 十 9) 二 一 2， 
得 当 六 一 《 士 1,0,0)7 时 ,p(y1) 三 一 2 是 ply) 的 最 小 值 .所 以 


1 1 _1l 1 
v3 Vi v6 41 3 
1 工 1 1 
On 2 二 | 
1 2| " 1 
所 后 启 


时 ,A(x) 取 得 最 小 值 /一 fx 一 一 2 
例 2 对 例 1 中 的 f(x ,x ,xs) 用 配方 法 ,将 其 化 为 标准 形 ， 


并 求 变换 知 阵 C， 
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解 ”因为 所 有 的 平方 项 的 系数 全 部 为 0, 所 以 先 做 一 个 变换 ， 


使 之 出 现 非 0 系数 的 平方 项 , 令 
| 


Ty ya 
Zs = ys. 
即 
xz 1 1 of 
中 中 
zj lo 0 1) 
记 作 
x=Cy- 
将 (3) 式 代 人 (1) 式 ,得 


2rtzz — LT TI LT Ty 


Cr za yz 一 


C3) 


=2Cy ye) yy) 2 yy yt 


2 — yz) ys 
一 2 好 一 2 站 一 4233。 
再 将 含 总 及 yy 的 项 配 成 完全 平方 ,得 


Cn vr) =2y 2 —4yys 一 2 和 一 2Cys 十 Ya) :十 2y3. 


= P= 
令 Fe 即 4 六 一 zzs， 
ys 3 = zs. 
WL 1 0 01 fz 
或 y=10 1 -1 |x|; 
ww) lo 0 1 lx 
记 作 
y=C2z. 


则 得 到 二 次 型 的 标准 形 为 
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zisra ts) 2r{— 2st2ri. 
将 (4) 趟 代入 (3) 式 (注意 C, 和 C; 都 是 可 道 矩 阵 ), 得 到 
X=C y=C (Cr) = CC)z=Cz, 
其 中 
1 1 0| [i 0 0 1 1 
C=(CC)=:1 -1 0 0 1 一 = 一 ! 
lo 0 1} 0 0 1 0 0 
可 道 矩阵 的 乘积 仍然 可 逆 , 所 以 变换 矩阵 C 可 道 . 
例 3 用 初等 变换 法 重 做 例 1. 
fx)= fn Ta ra) 2 2 
及 \ 同 型 行列 变换 /及 
(aa (co) 
CAC=A=diag(di ca md 


解 车 则 


以 下 [ 杂 和 (站 分 别 表示 第 i 列 和 第 j 行 , 则 
01 一 1 210 
10 1 [1j 4+[23 101 [2 十 [1XC 2 
A 一 11 0! +2 1010| (D+ODx(—l2) 
名- 10 oO 1 oo0| art vo” 
01 0 110 
00 1 001 
2 0 0 2 0 0 
0 T1211) rarrzxe | 9 YM2 0 
0 1 04?+(t2)x2 |0 0 2 
1 /2 0 Tar2x2 1 2 1 
1 1/2 0 1 1/2 1 
0 0 1 0 0 1 


于 是 , 取 


二 次 型 


(1) 
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1 一 172 一 1 
c=|1 172 1 |、 
0 0 1 


就 有 CrAC=diag{ 2, 一 去 ,2) ,相应 地 做 坐标 变换 x 一 Cy, 则 

二 次 型 化 为 标准 形 
4 一 2 中 一 于 闪 二 25 

从 例 1\ 例 2 和 和 例 3 可见, 用 3 种 不 同 的 方法 把 同一 个 二 次 型 
化 成 了 3 个 不 同 的 标准 形 , 即 同一 个 三 阶 实 对 称 和 矩阵 4 相 人 台 于 3 
个 不 同 的 对 角 阵 : 

diag( 一 2.1D diag(2,—2,2); diag (2, 一 去 ,2). 
但 是 它们 韵 对 角 元 中 都 有 两 个 正 数 ,一 个 负数 . 3 个 对 角 阵 都 相合 
于 对 角 阵 diagt1,1, 一 1). 


例 4 求 一 个 正 交 变换 ,化 二 次 型 
ni 二 于 十 4 媳 十 4 一 40rs 十 4717s 一 8rzxs 为 标 


准 型 . 
解 所 给 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 
1 -2 2 
4 一 | -2 1 7 
2 —4 4 
由 
4-1l 2 一 ? 
I21—Al=| 2 47~4 4|=X0-—9)=0, 
—2 4 4 一 4 


得 入 二 0( 二 重 )， 1 一 9. 
,二 0( 二 重 根 ) 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 由 (01 一 A)x=0， 
即 
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—x1+t2ra—273=0, 
得 基础 解 系 为 , & 二 (2,1.0)7 ,Gs 二 (一 2,0,1)" ;用 施 密 特 正 交 化 
方法 ,得 正 交 的 特征 向 量 ， 


B= (2.1,0)7， 
二 2 
oa 一 | | 
Bm ma 了 | 一 | 二 
1 a ” 
1 
单位 化 得 


210) {2 
4=( 却 :万 ， | 3 3V5" 3V5 
2 一 9 的 特征 向 基 为 (1 ,一 2 ,一 2)7 ,单位 化 后 得 


11, 2,2) 
&=(3, 3'3): 
取 正 交 和 矩阵 
2 ~2 1. 
V5 3V5 3 
1 4 二 2? 
Q=(6 65) = 后 3 | 

5 2 
0 ji 3 
则 有 QT4Q=Q 4@ 一 diag(0,0.9). 


做 正 交 变 换 x 一 Qy, 得 
fr Ta rT) x Ax—=y (QA0) y= I. 
此 为 所 求 的 标准 型 . 
例 5 已 知 二 次 型 
mn za) 一 5 对 十 5 妇 十 c 妇 一 2 Ts On Ts bre Ts 


的 秩 为 2. (1) 求 参数 c 及 二 次 型 对 应 矩阵 的 特征 值 ;(2? 指 出 方程 
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resszs) 一 1 表 泵 何 种 二 次 曲面 . 
解 (1) 所 给 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


1 5 一 1 | 
4=i-1 5 一 3|. 
[| 


由 秩 (4) 二 2, 知 det4 一 0. 即 14| 一 24(c 一 3) 一 0. 故 得 c 一 3. 
由 
Wi 1 一 3 
1 一 4 一 | 1 4-5 3 
3 3 24—3 
得 六 一 0 一 4 一 9. 
(2) 对 于 实 对 称 矩 阵 4, 必 存在 正 交 矩阵 允 , 使 得 
2-4C=Gr40 一 diag(h ,hs ss) 一 diag(0,4:9). 
做 坐标 变换 x 一 Qy, 则 方程 f(x zayzs) 一 1 化 为 
XAxX=y (0 AQ)y—A yi tah =4y 二 +9 =1. 
所 以 ,f(x .Tvzs) 一 1 表示 母线 平行 于 Oy, 轴 的 懈 圆 柱 而 . 
例 6 已 知 一 次 曲面 
十 ay 十 2 十 26xy 十 2Xz 十 2y2 二 4 
可 以 经 过 正 交 变换 


一 4(4 一 4)(A 一 9 一 0、 


二 
了 
5 
化 为 椭圆 柱 面 方程 六 十 4 如一 4. 求 < 的 值 和 正 交 拖 阵 卫 , 
解 ” 所 给 一 次 曲面 可 以 表示 为 xT4Ax 一 4, 其 中 zx 一 (Cryyz) 

对 应 的 矩阵 为 


=P 
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已 知 经 过 正 交 变换 x 一 Py( 其 中 y= 二 ($,7,5)7) 化 为 椭圆 柱 面 方 程 
严 十 4 二 4, 即 
x Ax=(Py} APy=y Ay=F 二 4t =4. 

所 以 ,矩阵 4~diagt0,1,4) 一 入 ,利用 相似 矩阵 有 相同 的 迹 和 相同 
的 行列 式 ,得 

trA 一 1 十 4a 十 1 二 0 十 1 十 4 二 trh ,得 a 一 3， 

detA 二 一 (6 一 1)? 二 detA 一 0, 得 6 二 1. 
所 以 


—1 
一 1 
-1 一 1 2—1l 
得 入 二 0, 和 4 二 1 ,4 二 4 

4 二 0,1,4 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 (1,0, 一 D7,(1, 一 1,1) ”和 
(01,2,1)7. 由 于 不 同 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 , 只 须 单位 化 ， 
得 


| 一 和 | 一 一 A(A4 一 1)(CA 一 4 一 0， 


1 1 1 1 1 1 21 
(让 " 记 =( 所 放生 ) ， (ve 
所 求 正 交 矩 蚂 为 


P=(6 62,6)= | 0 


兮 | 全 |m 全 | 
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例 7 设 四 元 二 次 型 Fa ,zi oxy) 一 XxX, 其 中 
CC 100 


og yy 1 
0 12 
(1) 已 知 和 的 -个 特征 值 为 3, 求 》 
(2) 求 矩 阵 卫 ,使 (4P)T(4P) 为 对 角 和 矩阵 . 
解 (1) 已 知 3 是 和 的 特征 值 , 则 13 一 4| 一 0, 即 
3 一 1 0 0 


-1 3 0 0 3 1||3—y 一 1 
135 一 4| 一 一 
0 0 3-3? ~1 -1 3 -1 1 
0 0 -1 1 
=8(2—y)=0, 
从 而 得 > 一 2. 


(2) 因为 久 ' 一, 所以, (47)7 一 A* 为 实 对 称 矩 阵 , 由 于 
(AP)T (AP)=P'(A'AP) =—P'A'P, 
所 以 题目 就 是 求 4' 的 合同 标准 形 . 


利用 分 块 矩阵 的 运算 : 
4 0 1 2 1 
-| |， 其 中 4 路 4 人 四 
得 
A 1 0 ,4 
“| 可 共 中 4 一 (。 1) -5 4=( 可 
用 配方 法 或 同型 初等 行 , 列 变换 法 或 正 交 变换 法 ,都 可 求 4 
的 合同 标准 形 . 
(1) 配方 法 


A 一 5 十 5 十 8riza 一 5{zi 十 语 m) 十 忆 吕 
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9 ， 
一 53 十 训 史 ， 


其 中 y= 十 二 2 一 zy* 即 


则 


则 


TL 1 一 二 3 1] 
x= 一 5 让 在 C 
Ta 0 1) 2 
5 
CIAIC=| 9 |=4:. 

5 
1 0 
0 1 
I 
a 
1 1 一 备 
0 1 
I A? 
(APIT(AP)=PIA P= | " 
Cr A: 


EL 全 
CAiC) (| 4 


(2) 同型 初等 行列 变换 法 


5 
5 4 
向 4 5| -二 DJ+C | 
1)| |1 5| -二 ab+e 1 一 
ol 
0 
1 一 二 5 
C= 5j， 则 CAG=| 981. 
0 1 5 


了 ， 


ll 
全 
红 


-ole ole o 


二 次 型 
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以 下 同 配 方法 . 
(3) 用 正 交 变换 法 求 4 的 合同 标准 形 , 得 PTAP 一 A(P 为 正 
交 和 矩阵), 则 
CAP)T (AP)=(P'AP)’ =A’. 
一 1 


A 
由 al-| =* 一 1=0， 得 入 =1 汶 一 一 1 


对 应 于 义 一 1 和 ,一 一 1 的 单位 特征 向 景 为 


一 QQ 一 3 一 D 一 0。 
得 一 3 一 1. 对 应 于 如 一 3 和 和 二 1 的 单位 特征 向 量 为 


=- 直 )】 抽 “- 站 (小 


令 P,= (x .xi)， 
3 
则 PIAeP.—( ,)=4 
1 1 o 0 1 
v2 | 
1 _l1 0 0 | 
‘Pp, J 
取 p= 一 | 
书 : 0 0o LT .| 
五 至 | 
1 1 
0 0 天 一 万 
去 -大 


274 第 6 章 二 次 型 


wa a 


Wi _ /a 
Pi AsP, 4 


(AP)T(AP)=P'A:P= (PTAP)’ 


_Ah a 
、 A A 


一 diag(1,1,9,1). 


“6.4 惯性 定理 和 二 次 型 的 规范 形 


(1) 实 二 次 型 4x 化 为 平方 和 ( 实 对 称 官 阵 4 合同 于 对 角 
阵 所 得 标准 形 不 是 惟一 的 . 但 据 惯 件 定理 .对 角 元 中 正 数 的 个 数 
p( 称 为 正 惯性 指数 ) 和 负数 的 个 数 "一 站 称 为 负 惯性 指数 ,其 中 
是 4 的 秩 ? 是 由 4 惟一 确定 的 . 

实 对 称 矩阵 4 的 合同 标准 形 CiAC 一 diag(q ,dcr) 中 ， 
对 角 元 依 正 数 ,负数 和 零 排 序 , 即 

CTaC: 一 diag(d se dys — dp — ad,0.0 0). 

其 中 ,qd>0(i=1,…)， i 
c=dag (5 | 于， 
则 CECTACY)C 一 CT4C= diag(] 1, 一 1 一 1,0, .0)， 
其 中 C=CC. 称 diag(1 ,1 一 1 一 1,0,…,0) 为 4 的 合 
《相合 ?规范 形 ,其 中 有 户 个 CD 一 吉 个 (一 志和 Gy 一 帮 个 
(r 一 秩 (4) 一 4 的 正 、 负 惯性 指数 之 和 ). 

(2) 任意 两 个 盖 阶 实 对 称 和 矩阵 合同 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 
相同 的 规范 形 ,或 相等 的 正 惯性 指数 和 相等 的 秩 , 或 有 相等 的 正 惯 
性 指数 和 相等 的 负 惯 性 指数 ， 


则 


加 
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(3) 全 体 # 阶 实 对 称 和 矩阵 按 其 规范 型 (不 兽 谍 1, 一 1,0 的 排序 ?分 
类 ,共有 二 (十 tw 十 2) 类 .因为 规范 型 中 秩 7 一 ;时 . 正 惯性 指数 p 可 
以 取 0.1,… 导 ,共有 i 十 1 类 ( 负 惯 性 指数 二 7 一 让 ,GG 一 0,1,…sy ,所 
以 ,共有 Berd 一 1 十 2 十 十 (十 D) 一 二 + 人 十 2) 类. 


例 1 设 4 为 ” 阶 实 对 称 姓 阵 ,rC4) 一 mn， 4 是 和 一 (cv )sxs 
中 元 素 4 的 代数 余子 式 (i,j 一 1,2,… ,9 二 次 型 


G) 记 x= Cryraenoz) ;把 了 (xy ,xis ) 写 成 矩阵 形 
式 ,并 证 明 二 次 型 f(x) 的 矩阵 是 4 

(2) 二 次 型 gCx) 二 xTAx 与 (x) 的 规范 形 是 否 相同 ? 说 明 
理由 . 

解 (1) 设 二 次 型 /(x) 的 答 阵 是 日, 则 f(x) 一 x Bx. 已 知 
,二 |41-'A,, 利 用 4 的 伴随 矩阵 是 和 的 代数 余子 式 矩阵 的 转 置 
4 一 (4 和 4 一 14] -47 ,得 

有 5 一 (41 AD 一 14 A' =A!. 
所 以 
如 一 (证 7 一 (4T) 一般 . 

(2) 法 1: 利用 定义 . 由 于 1&41-! 取 0, 故 和 可逆 , 令 x 二 4 小 

Yx#0, 则 y 取 0, 且 
gL)—xTAX—=A AC y= A y= f(y), 
故 g(x) 与 f(x) 合 同 ,它们 有 相 网 的 规范 形 . 

法 2:4-! 一 4-144- 二 (4-7)'A4 ', 所 以 ,4 :与 4 合同 ， 
(0) 与 glx) 合同, 它们 有 相同 的 规范 形 . 

法 3; 利用 特征 值 . 设 Ax==Xx 《x 关 0). 则 有 "1x 二 4!X, 入 与 
A 1! 同 为 正 或 负 . 所 以 ,x74x 和 xr4-x 的 标准 形 中 有 相同 的 正 
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《〈 负 ) 惯 竹 指数 , 即 Fe 与 gt 有 相同 的 规范 形 . 
6.5 正定 一 次 型 和 正定 矩阵 


关于 正定 二 次 型 (If 定 矩 阵 ) ` 负 定 一 次 型 ( 负 定 矩阵 ). 半 正 
{ 负 ) 定 一 次 型 ( 半 正 ( 负 ) 定 矩阵 ?的 定义 ,以 及 实 对 称 抢 阵 正 定 的 
等 价 命题 (或 说 充分 必要 条 件 ) ,在 内 容 提要 中 已 陈述 ,这 里 不 骨 重 
复 , 需要 指出 ; 一 个 二 次 型 fix) 一 xTAx, 经 坐标 变换 x 一 Cy(C 为 
可 首 矩 险 ) ,化 为 y 的 二 次 型 gCy), 则 fCx)y 和 gly) 有 相同 的 正定 
性 , 因为 

f=x Ax=(Cy) ACy=y (CTAC) y=g()). 

由 f(x) 正定 ,可 知 : Yy 关 0,x 二 Cy 关 0,g(y) = 了 (Xx) 0, 所 
以 ty 正定 :再 由 g(y) 正 定 又 可 知 , Yx 天 0.y 一 CIxz 天 0， 
f(D) 二 gLy) 之 0, 所 以 ,fCx) 正 定 ， 

同 理 ,fx) 和 g(y) 的 负 定 性 , 半 正 ( 负 ) 定 性 也 相同 . 也 就 是 
说 ,合同 矩阵 的 正 ( 负 ) 定 性 、 半 相 ( 负 ) 定 性 是 相同 的 . 

此 外 ,对 于 有 # 阶 实 对 称 正定 矩阵 4 或 正定 二 次 型 xTAX)， 一 
定 存 在 正定 甜 阵 B, 使 得 


A=B’, 
因为 存在 正 交 矩 阵 Q@( 注 意 @ 一 Q7) ,使 得 
QAQ=diagh ee) A>0, i712 ,1). 
则 A =Q diagChi A dh ) OT 
=Q diag( yA vA) QQ diag( vhs, vA QO 


=B’, 
其 中 8 一 Q diag( vn，,… ,V4.)Q7 仍然 是 正定 矩阵 . 
例 1 判断 下 列 三 元 二 次 


fpr Tes xa) = tT tTors 
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是 不 是 正定 一 次 型 . 
解 法 1: 二 次 型 的 对 应 扰 阵 为 


] 

1 一 去 0 

一 | 一 工 1 

A 二 | 一 二 1 3 
1 

0 二 1 


和 4 的 特征 多 项 式 为 一 A| = 一 [2 一 D?- 去 ]- 估 而 得 其 特 


征 值 为 和 一 1 一 1 并 略 一 1 内 都 大 于 零 ,所 以 二 次 型 正定 
法 2， 用 配方 法 得 
frrrirT) = (mm 一 至 ) + 了 )】 二 本 


,3 2 
一 中 十 二 五 十 人 0. 
故 

ze 2 
fon =0 (一 党) 一 9， (Eu 3 )=0 和 x 一 0, 


即 zi 一 忆 一 一 0. 故 xD 时 ,Fri ,Xa) 庆 0, 所 以 此 二 次 型 


正定 . 
法 3: 利用 和 4 的 3 个 顺序 主子 式 都 大 于 零 . 
1 子 | 
det hi=1>0， det he=| 1 一 过 >0， da 和 一 同一 到 > 
也 1 


所 以 此 二 次 型 正定 . 
法 4: 利用 同型 初等 行 , 列 变换 化 和 为 对 角形 . 
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1 二 1 0 1 0 0 
加 
ao 3 1 
二 1 | [x 沿 4 2 
A 2 tnx Jo 工 ) 
(oe 了 
I 2 [tx | 一 1 
5 0 
1 0 0 i 2 
0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
2 0 0 
0 3 0 
2 四 
[31+[2 x 
D 0 
[strax3 | 工 一 
1 1 一 
0 0 
1 1 2 
12 工 
2 3 了 
取 C= 2 | ， 则 Cr 4C= 4 
1 1 一 
3 2 
0 0 1 3 


入 的 正 惯性 指数 为 3, 所 以 此 二 次 型 正定 . 

例 2( 研 6-2) 设 4 为 二 阶 正定 矩阵 江 是 =” 阶 单位 矩阵 . 证 
明 入 十 的 行列 式 大 于 1 

解 ”因为 4 为 正定 矩阵 , 则 存在 正 交 系 阵 Q( 注 意 QQ 二 了)， 


使 得 
QTAQ= diag(h ms)， 
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其 中 心 >0 (i 二 1.2,…,n) 是 和 4 的 特征 值 .于 是 
QT A+ DO = diagt es) 十 
=diag(h; 二 了 十 ls ,A 十 1 了). 
上 上 式 两 边 取 行 列 式 得 
IQ™ (4+ DOI=1Q 14TEIISI 一 ICQl4 二 下 
一 CO 十 DC 十 1)… (As 十 1)， 
所 以 ,14 十 于 一 CO 十 DG 1 十 D1. 
例 3 (补充 题 49, 研 6-7) 设 有 ?元 二 次 型 
frisresrr) tar tr Tarra) 十 … 十 
(zu sar itr 十 (nanr1) 
其 中 aG 一 1,2.……m) 为 实数 . 试问 当 a1 ,a4:，…，,ar 满足 何 种 条 件 
时 ,一 次 型 为 正定 -次 型 
解 ” 因 为 fxz) 是 完全 平方 项 的 和 ,所 以 f(x) 宕 0, AD 一 0 
的 充 要 条 件 是 
r=) 
车 方程 组 (1) 只 有 零 解 , 则 Yx 关 0 f(x) >0, 即 二 次 型 正定 .方程 
组 (1) 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 其 系数 行列 式 不 等 于 零 , 即 


二 1 二 (一 Diaazman 0 
1 -| (对 第 一 列 展开 )， 
Qn 1 
因此 , 当 ww…an 天 (一 D” 时 ,二 次 再 正定 . 

例 4 (补充 题 50, 研 6-8) 设 4 为 mm 阶 实 对 称 正定 矩阵 ,B 
是 mXn 实 从 阵 .B" 为 B 的 转 置 , 试 证 ;B74B 为 正定 短 阵 的 充分 
必要 条 件 是 秩 7r(B) 二 x- 

证 充分 性 : 首先 Br4B 是 实 对 称 和 矩阵 ,因为 (8 "48)" 一 了 AB. 

由 于 吾 不 是 方 阵 ,判别 矩阵 正定 的 一 些 定理 都 不 好 用 ,要 利 
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用 二 次 型 正定 的 定义 来 判别 . 由 十 
xT BIAB)x=(Bx)'A(BY) = y Ay, 

当 秩 (号 ) 一 二 时 ,YY 天 0, 均 有 ?一 Bx 天 0( 因 为 秩 ( 呈 ) 一 ?vBx 一 0 只 
有 和 零 解 ) ,从 而 彤 4y>0( 因 为 4 正定 ). 所 以 ,874 有 正定 . 

必要 性 : 由 BT48 正定 , 即 Yx 关 0. x' (B'AB)x= 
(Bx)TA(Bx) >0. 可 知 必须 有 Bx 天 0. 即 Bx 一 0 没有 非 零 解 , 所 
以 ,r(B) 二 (此 时 也 必 有 训 实 内 

注意 下 列 证 明 是 错误 的 :“ 由 4 正定 ,存在 可 逆 矩 阵 了 ,使 
得 4 二 PTP., 于 是 , (B74B) 一 (BTPTPB) 一 (PB)' (PB), 所 以 
(BT4B) 正 定 - " 错 在 (PB),,., 不 是 方 阵 , 从 而 不 是 可 道 矩 阵 . 如 果 B 
是 阶 方 阵 ,这 样 证 明 是 可 以 的 ( 即 BT4B 正定 的 充 要 条 件 是 PB 
可 道 , 而 PB 可 逆 的 充 要 条 件 是 日 可 逆 . 即 C8) 二 2). 

例 5 设 息 是 mwXn 实 答 阵 ,T 是 n 阶 单位 阵 ,已 知 B8 一 性 十 
4I 和 , 试 证 : 当 》>>0 时 ,和 矩阵 县 为 正定 矩阵 . 

证 首先 了 一 证 十 4!4 是 实 对 称 和 矩阵 ,因为 下 一 (十 4 4 一 
A 了 十 414 一 且 .。 

法 1: 利用 定义 .由 于 一 次 型 

Bx 二 XTCT 十 认 TAD)X 二 AXTX 十 XT 入 x 二 AXTX 十 (CAT) TAX， 
而 x 天 05Ax 的 内 积 (CAx ,Ax) 一 (Ax)TAX 写 0. 且 2 六 0 时 ,Xx!1x> 
0, 因 此 ,Yx 天 0, 有 
xTBxX—=Ax Tx CAT) TAr 0. 

所 以 B 为 止 定 和 矩阵 . 

法 2: 利用 特征 值 全 部 大 于 零 . 因为 414 是 实 对 称 矩 阵 , 设 p 
是 4'4 的 任 一 特征 值 ,对 应 的 特征 向 基 是 x, 即 

A'Ax=p x (x0). 


两 边 左 乘 x", 有 
xTATAK=pXTX (AX)TAX=HXI YX . 
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FF 【TD) AxX 
所 以 ,mn=- Te 


30 (因为 :x 关 0.x' x>0; (Ax)'4Ax 之 0). 
{Af | 站 ) 的 特征 值 为 二 1). 当 4 汪 0 时 ,B 的 任 一 特征 人 秆 
二 j0>0, 所 以 BB 为 正定 矩阵 . 
“ 例 6 设 4 为 n 阶 正定 矩阵 ,x 二 (x. 7.) EC,b 是 一 
固定 的 实 » 维 列 向 量 . 证 明 ， 
p(n)= 直 xTAx eb 


在 训 一 4- 帅 处 取得 最 小 值 .上 As 一 一 二 24 

证 ”这 是 把 一 抑 一次 函数 的 最 小 值 问 题 推 广 到 所 一 次 函数 
(一 次 项 部 分 是 正定 二 次 型 ), 当 n 一 1 时 .=t4) -a 站 0, 一 元 一 次 
函数 pz)- 二 cr: 一 or 的 图 形 是 条 抛物 线 , 企 项 点 x 一 二 处 , 取 


得 最 小 值 一 一 条: 


对 于 - 般 的 ”和 欲 证 p(x ) 是 p(x) 的 最 小 值 ,其 两 证 YXx 产 %,… 
pn)— pl ) 0, 


将 6 一 Ax 代入 p(x) 一 小 x'Ax 一 x!b. 得 


pix — plxi)— 了 4x xib DriAx tlb 


a A lx 

=- Ax 一 x Gt (1) 
因为 x AX, = ir AX)' = TAr, 
所 以 hx A 要 并 AX C2) 


将 (2) 式 代入 (1) 式 ,得 


plx) -0 一 二 GTA 一 人 XE Axs) 
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= 去 [rr4tx —x0)—xIAC(x— x )] 
二 让 Ge 一 TA 一) 
由 于 入 正定 ,所 以 时 (x 一 x6) 尖 0, 即 x 关 xo, 恒 有 p(x) 一 ptxo) 二 
二 (x 一 % "A(x 一 ;) 之 0, 因 此 
Pan = plxXo ,一 二 区 Ax —xib. 


将 Ax 一 b 与 x, 二 A 依次 代入 上 式 ,得 


1 1 加 
了 


lprAaA-! 
= 2b'4 b. 


“ 例 7 设 4 为 n 阶 实 对 称 答 阵 ,4 的 个 特征 值 4. 志 和 , 寺 … 
志和 ,证 明 ; VYxER"， 
A CXR Ex ELA, XX) 
(其 中 Cr 六 ) 一 xy 表示 x 与 y 的 内 积 ), 并 指出 分 别 取 怎 样 的 非 零 
向 量 x 使 两 个 等 号 成 立 . 
证 对 于 实 对 称 矩 阵 4, 存在 正 交 阵 8, 使 得 Cr4@ 一 
diag (0) 一 不 , 令 x 二 Qy, 则 
(XN) 一 XIX 一 
即 二 在 十 如 二 半 十 十 总 一 人 1 和、 
于 是 


CAxsx) = (AX)TX=x Ar—=y 0 AQy=NAy! 十 十 hy 
入 CE) 二 术 ( 十 十 总 ) 二 加 放 十 十 和 
Eh FHT 二) A), 
所 以 A XR) EAX NEN (XX). 
当 Ax=x, 即 x 是 的 对 应 于 为 的 特征 向 量 时 , (4x,x) 一 
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CX,X) 戌 并 ; 当 4xr 一 nx, 即 二 是 4 的 对 应 于 为 的 特征 向 量 时 ， 
(站 二 机 Cx,X) 戌 立 、 
“ 例 8 设 和 4,B 为 n 阶 正定 矩阵. 证明: 4 十 8 的 最 大 特征 值 p 
大 于 4 的 最 大 特征 值 - 
证 设 辣 和 分 别 是 如 的 最 小 和 从 的 最 大 特征 值 (因为 4,B8 
正定 ,pati 都 大 于 零 ),x, 是 4 的 对 应 于 特征 值 4, 的 特征 向 量 , 则 
A 二 


即 
Ar 一 MrTrs， GD 
1 
故 A (2) 
BPE 


由 于 正定 抢 阵 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 4 十 B 为 实 对 称 和 矩阵 . 出 例 7 
知 ,zw 天 0 时 ,有 
(CA BI, sx EDK, Xa), 

ha xn sn ) SBE, Xn) » 
即 

XI A+BIX, EP TY。 

XXX BY.. 

所 以 


SATB MAT, tOBr, 
KX Xa 


Xx: x 
2 
7 


宇 


“ 例 9 设 入 和 妈 分 别 是 x 阶 实 对 称 逢 阵 和 4 和 BB 的 最 小 特征 
值 . 证 明 : 4 十 B 的 最 小 特征 值 “大 于 或 等 于 为 十 加 
证 设 为 +B 的 最 小 特征 值 ,对 应 的 特征 向 大 为 入, 好 
《4 十 吾 )2o 一 wx 《如 天 0D)， 
于 是 
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H(A+BYxs =wx! Xo 
显然 .4 十 B 为 实 对 称 和 矩阵 ,由 例 7 知 ,x, 取 0 时 ,有 
A KN EA KN ER EBX x 
所 以 
XI (ATHI x 
w= = 
Ea 


x 十 Bx 


人 


之 x A 
例 18 设 各 .此 嘴 正定 怨 阵 . 昌 8 一 B4. 证 明 : 4B 也 是 止 定 
年 阵 , 
证 由 AB 一 BA4. 得 4B 是 实 对 称 矩阵 ,因为 
(4B)!' = A' -BA—AB, 
证 明 48 也 是 正定 矩 阵 . 有 以 下 廊 法 。 
法 1: 证 时 4 的 特征 值 全 部 大 于 零 . 设 4 为 4B 的 任意 个 特 
征 值 ,其 对 应 的 特征 向 量 为 x, 刀 
ABx=Ax (x), 
于 是 县 x 一 和 各 
两 边 左 乘 有 xz .得 
xX'Bx 二 Ax' 冯 x 
山 于 中 下 定 .4-! 也 正定 (4 正定 . 则 4 也 正定 的 证 明 见 教材 6.4 
傅 1) .所 以 ,Yx 汉 0.xzCBx0,x 4 xz>0, 因 此 
/=> 
由 人 的 任意 性 得 4B 为 正定 阵 . 
法 2: 证 明 4B 与 正定 矩阵 合同 
由 妥 -8 篆 正定 ,存在 可 北 阵 C. 使 得 
CiAC=I， 邮 C4=C '. 
两 边 右 乘 BC ,得 
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CC4B)C 一 C BC， 
从 而 得 知 : CTC4BDOC 与 8 碍 似 ,CT(4B8)C 和 B 有 相同 的 全 部 大 
于 零 的 特征 值 , 故 CA4B)C 正定 ,而 48 与 C'(A4B)C 合同 .所 以 
48B 也 正定 . 

法 3: 证 明 存 在 可 逆 孔 ,使 得 4 召 一 也 ' 记 . 

由 于 入 , 睛 转正 定 , 所 以 存在 可 北 阵 P,@. 使 得 4 一 书 己 . 呈 一 
78, 寺 是 

AB =(P'P) (OQ0) =(0" 0 (P' PO'Q) 
一 人 OP PQ')Q. 

即 48 与 QP'PQ' 相似 . 必 合 同 .而 CQP' PC' 止 定 ( 央 为 CPPC' 一 
(POTCPQO ==D'D, 其 中 DD=(QP') 可 道 ), 所 以 AB 也 止 定 . 

法 1 同 法 3. 由 =P'P,8 一 01QC 其 中 P.Q 为 可 递 和 矩阵 ) .得 

一 (PTIP)COGC)- 
西边 左 乘 CP!》 ", 右 乘 P' 得 
(PT) ABIP' -PY PPCO OP 一 POCOP7 
二 (QPDTMQP =DTD (其 中 DD=QP' 可 逆 )， 
所 以 .(P1) 1C4B)P: 正定 ,而 4B 与 (P') (4B)P" 相似 , 必 合 
同 ,所 以 ,4B 也 为 正定 阵 . 
法 5; 利用 ; 对 实 对 称 止 定 矩阵 4 ,了 .分 蓝 存 在 实 对 称 正 定 生 
阵 C.D, 使 得 A4==C* .8=-:D. 从 而 得 
C ABIC =C7' (CCDDIC=CDDC 
=C'D' DC (DOTDC=F EF 

(其 中 下 = DC 可 道 ). 所 以 C7'(AB)C 让 定 .而 4B 与 其 相似 ,因此 
4 有 了 由 正 定 ， 


“6.6 其 他 有 定 二 次 型 


(1) 定义 ”如 果 n 元 实 二 次 型 (x) 一 x 和 Ax, YXA0(XE 
六 ") , 恒 有 : 


可 
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GT 4x<0, 则 称 4(x) 为 负 定 二 次 型 (4 为 负 定 矩阵 ); 

名 xTAx 衬 0, 且 存在 x 使 得 fxo} 二 0, 则 称 fCx) 为 半 正 定 一 
次 型 (4 为 半 正 定 矩 阵 ); 

图 xz.4xr<s0, 且 存在 to 使 得 f(xo) 一 0, 则 称 六 z) 为 半 负 定 二 
次 型 (4 为 半 负 定 矩 阵 )， 

正定 . 负 定 , 半 正 定 . 半 负 定 二 次 型 统称 为 有 定 二 次 型 .不 是 有 
定 的 二 次 型 叫做 不 定 二 次 型 ， 

(2) n 元 二 次 型 x"Ax 负 定 与 以 下 各 命题 等 价 ， 

人 D (一 筷 正定 ; 

@ 4 的 负 惯性 指数 为 mw, 即 A 二 (一 DD ，; 

图 存在 可 道 和 矩阵 ,使 得 A 二 一 PTP; 

四 4 的 nn 个 特征 值 A1,%2,… ,2 都 小 于 零 ; 

全 4 的 奇数 阶 顺 序 主子 式 detA 都 小 于 零 ,偶数 阶 顺 序 主子 
式 detak 都 大 于 零 ， 

(3) # 元 二 次 型 x'Ax 半 正 定 (或 半 负 定 ) 与 以 下 各 命题 等 价 : 

OD 4 的 正人 或 负 ) 惯 性 指数 为 r(4)7 天, 即 

一 diag(1, ,1,0, .0)( 或 和 一 diag( 一 1] 一 90， 
0)) .其 中 1( 或 -1) 有 = 个. 

加 4 的 2 个 特征 值 1 az 都 之 0 或 么 0), 至 少 有 - -个 
等 于 零 . 

@ 4 的 各 阶 主子 式 都 宕 0( 或 : 奇数 阶 的 主子 式 委 0: 偶 数 阶 主 
子 式 实 0), 至少 有 一 个 等 于 零 ( 注 意 , 这 里 是 “各 阶 主子 式 " 不 是 “各 
阶 顺 序 主子 式 ”), 

例 1 设 xAx 为 半 负 定 二 次 型 , 问 : (1) x'( 一 4)x 是 否 半 
正定 ? (2) 4 的 各 阶 主子 式 是 否 都 所 037 

答 (1) xTAx 为 半 负 定 , 则 x"( A)x 半 正定 ， 

(2) 否 .( 一 4) 的 各 阶 主子 式 都 之 0. 即 4 的 偶数 阶 主 子 式 
都 之 0;4 的 奇数 阶 主 子 式 都 去 0. 
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例 2 没 中 是 ” 阶 实 矩阵 ,r(B)< 一 站 .证明 BTB 尾 半 止 定 
矩阵 。 - 

证 由 于 (BT7B)' 一 B'B, 所 以 BTB 是 实 对 称 和 矩阵 . 

因为 Yx 隆 0(xER"), 恒 有 内 积 (Bx, Bx) 一 (Bx)' (Bx) 一 
xrBTBxZ0. 又 Bx 二 0 有 非 零 解 , 即 存 在 x 天 0, 使 Bx 二 0 从 而 
xTB! Bx 二 0. 所 以 ,二 次 型 x "BTBx 半 正 定 , 即 B*B 是 半 正 定 秆 阵 . 


6.7 ”部 分 疑难 习题 和 补充 题 的 题解 


1 (习题 5) 医 二 次 型 fet) Ax 对 一 切 x= Cn,"sx) 村 
有 f(s ss) 二 0, 证 明太 为 n 阶 堆 矩 阵 . 
证 取 x 一 (0,…,1，0)7( 其 中 第 庆 个 分 量 为 1. 其 余 分 量 全 为 零 )， 
则 有 
fn) = XAx, = 3 Fas, = =0, j=12n, 


pr 


,0)T《 其 中 第 i 和 第 ; 个 分 基 为 1, 其 余 分 量 全 为 


再 取 训 二 人 0 le 
零 ), 则 有 
fxr) x Axs 一 2av 一 0， ij=1,2 on 

所 以 ,4 的 呈 个 元 素 全 为 0, 即 4 为 n 阶 零 答 阵 , 

2 (习题 6) 设 和 ,8B 均 为 阶 对 称 答 隆 ,有 对 一 切 x* 有 x!Ax=x' Bx, 则 
A=B, 

提示 ; 内 fz tT) 一 AT 《入 一 BYX, 对 一 团 x 一 (x，…,T,)" 全 有 
f(x) 一 0. 利用 上 题 结果 得 4 一 B= 个 

3 {习题 7) 设 4 一 B.C 一 D, 且 它们 都 是 z= 阶 实 对 称 和 矩阵, 下列 结 论 成 
立 四 ? 


CD) GATOSBTD: (2) (6 = 由. 


答 《1) 不 成 立 ; 如 
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此 时 ,和 | 有 一 工 与 C | 器 一 I 不 合同 。 
《2) 成 立 。 出 CAC = 下 ,CICC: -= D( 其 中 心 :C, 为 可 道 扼 阵 ) ,得 


c c TAC, 
( e) (2 ol (en cc 中 


其 中 { 。 。 ) 仍 然 可 迹 , 所 以 结论 成 立 ， 
4 -2 0 日 0 
一 2 上 0 ou 
4 ( 习 蚌 9 设 4=-| 9 0 5 4 0|', 求 正 交 短 阵 ,使 得 
轩 on 4 6 


lo oo0 61 
"AQ 为 对 角 总 阵 . 
解 ”利用 上 题 分 块 生 阵 侣 同 的 结论 . 令 


a 
起 二 A 
1 二 
6 
其 中 4 { 小 
2 0 
对 4 Pa 
6 By _ 
本 4.=( 3 1 ， 全 得 全 PP 一 | A 
不 问 特征 信 对 应 的 特征 向 最 已 经 正 交 . 内 和 需 音 位 化 . 取 
[5 
v5 3 3 
0o= | 
| LE 
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1 2 
| 坊 育 | 
2 上 
0. 后 “后 
令 Q= 1 一 1 
2 2 
vis vs 
3 2 
VE vB 
0 
| 
则 有 2 ‘40~4" | 5 


| 
| 


5 (习题 13) 设 w* 阶 实 对 称 算 阵 和 的 苇 为 r(x) - 试 证 明 : 


(1) 存在 可 北 短 阵 忆 ,使 得 CTAC = diag(di sed e050 (天 0,i 一 1 


2 

《人 2) 妈 可 以 表示 为 -个 秩 为 1 的 实 对 称 敌阵 之 和 - 

证 《1) 实 对 称 矩阵 4 存在 正 交 短 陈 ,使 得 Q7' AQ=Q'4Q 为 庆 角 
短 增 


一 由 age 
其 中 履 天 Di= 1,2，…r) 为 和 的 非 苓 特征 值 . 
(2) 由 人 1) 的 结论 ,有 有 4 二 QAQT!==(Q T4117TA NO 
A —diag(t. .a 
则 得 


,其 中 
(第 六 个 元 素 为 A， 其余 元 素 狗 为 0,1=1 7、 
(OA HO OITAQG TT AO! 

=D 11D cD,, 


其 中 帮 一 (2 =D7G=1.….r) 是 秩 为 1 的 实 对 称 知 阵 . 办 为 
TD I=r CA) -1 


6 (习题 11) 设 n 阶 实 对 称 衫 等 拓 阵 4(4: = 4) 的 铁 为 ~. 试 习 
0) 二 次 型 < Ax 的 一 2 


Ca) det(I 二 扩 二 有 二 十 A). 
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解 (1) ( 见 主教 材 第 5 章 5.2 中 例 4) 对 = 阶 实 对 称 寡 等 算 阵 4 存在 正 
交 阵 PLPT 一 P ;) ,使 得 机 AP 一 diag(1,…,1.0,…,0) 一 4(] 是 > 重 特征 值 ,0 
是 mn 一 r 重 特征 值 ). 

今 x=Py: 则 x 二 (PT 有 PD)y 一 并 十 …-| y 为 二 次 型 x "Ax 的 一 个 标 
准 形 . 

(2) 由 各 = 入, 得 庆 一 A 二 =1,…s) ,于 是 ,各 一 4 一 PP ,有 


det(Lt ATA + .TA") = der TinAy 
=iPP +aPAP |=|P(+nA)P| 
PI nA NIP = tp P|I+nAl 
1 ] 
nt 
= 一 Cn 二 1 


7 (习题 15) 设 = 阶 实 对 称 矩 阵 和 的 正 负 惯性 指数 都 不 为 零 . 证 明 : 存在 
非 零 向 量 到 和 ws, 使 得 如 A >0, 台 xz =0 和 贡生 0， 
证 设 4 的 止 ` 负 惯性 赃 数 分 别 为 加 ,> 请 则 存在 可 逆 阵 C, 使 得 


CT4AC==diag(11 ,一 1 一 10，0)， 
其 中 1 的 个 数 为 >0,( 一 1 的 个 数 为 > 一 办 >0. 令 x 一 07, 则 
TAX 一 JTCTAC) 一 闪 十 十 六 一 中 站 一 全 一 区 


取 太 =(10 和 07, 下 一 (0 0OiT《 第 了 个 分 量 为 1, 其余 分 量 全 
部 为 0) ,9% 一 (1,0,…,0,1,0,…:0)7《 第 一 和 第 了 个 分 量 为 ! ,其 余 分 量 全 部 
为 02, 代 你 一 Cy, 《i 一 1,2,3), 则 得 
X10 XJ 三 一 1<0，。 地 不 xi 一 0， 

8 (习题 16) 设 A 是 奇数 阶 实 对 称 矩阵 , 且 det(4)>0. 证 明 : 存在 非 堆 
的 向 量 m ,使 如 4xo>>0. 

证 ”车 矩 阵 4 的 全 部 (奇数 个 ) 特 征 值 都 小 于 或 等 于 零 , 则 4 的 行列 式 
(等 于 所 有 特征 值 的 乘积 ) 也 小 于 或 等 于 零 , 这 与 已 知 的 det(4) 盖 0 矛盾 .所 
以 存在 特征 值 ( 不 妨 设 )>0， 

由 于 全 是 实 对 称 矩 阵 , 存 在 正 交 人 阵 Q, 当 x 一 Qy 时 ,有 
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FAx=Y (OQ AO p= YY te Ay? 
联 襄 ==(1,04… 010) 代入 二 二 8ys 关 01 则 台 Ax: 一 0 二 D. 
或 ” 设 特 征 值 X >0 所 对 应 的 特征 向 量 为 zx , 即 
和 一 


则 0 


9 (习题 23,24) 用 正 交 变换 法 化 二 次 起 Ds 十， 之 rz) 为 标准 型 ， 


并 说 明 它 是 否 正定 , 在 = 一 3 的 情况 下 求 正 交 变 换 的 算 阵 2. 
解 ”二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


1 1 
! 2 到 
1 1 
A=| |. 
1 1 
1 
1 1 
A 1 
1 1 
1 a 1 
由 IE 一 4 一 | 2 2 
1 1 
一 亏 一 人 
1 1 
1 Tz 这 
1 
- (对 1 1 一 1 去 
1 | 
1 一 也 3 一 1 
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1 1 
1 
|。 让 网 
- 一 加 
0 
| 
21 


=0, 


上 
(号 0)0- 


二 cn 一 1 重 ), 由 此 可 得 4 正定. 


由 于 全 的 每 行 行 和 均 为 二 CD, 由 (hJ-- zx 一 0( 其 中 xm 01.17 ) 得 


轴 一 趟 (oD 对 应 的 特征 向 莉 为 x 一 lsDT. 


当 刀 = 汪 (nm 一 1 重 根 ) 时 ,由 G1 一 4)x=0 的 同 解 方程 组 


下 
得 对 应 的 n--1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 : 
x De 0, 


1 一 2 


,已 经 为 正 交 间 展 组 ,只 须 单位 化 . 令 


x tl 


EE 


则 忆 为 正 交 阵 , 量 
QT40- diag( 言 (or 1 村) 


为 所 求 的 标准 形 - 
(习题 24) 当 %=3 时 , 求 赴 定 天 阵 有 ,使 得 4 一 下 5 其 中 全 为 上 题 
的 不)。 


1 1 2 _ 
| 本 

当 -3 时 取 g-| 让 六 育 | 则 0Q-'40=| 也 ， 
2 o。 了 | 
3 V6 
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2 
| 
所 以 472| 回 QQ! 
上 
| 引 
| 


令 目 定 矩阵 B= 二 Q 7 网 


10 (可 题 27) 若 中 是 可 道 矩阵 . 用 定义 证 明 : P'P 足 于 定 第 阵 . 
和 证 VYx 关 0. 因 为 王 可 赣 . 所 以 ,7 一 Px 基 人 且 
PI Px = (PE)TPr = y! yO. 
因此 , 秆 人 竹 产 户 下定。 
11 (习题 38) 若 对 二 任意 的 全 木 为 0 的 上 yz 二 次 可 Jr 
2) 恒 大 于 0. 问 一 次 型 了 是否 正定 ? 
管 。 否 .“Yx 尖 0" 指 的 是 任意 的 x= (zt) 中 国生 不 全 为 
0, 而 不 是 " 爹 不 为 0* 的 ,oo. 例如 .二 次 型 
fn vr) —z):. 
对 于 任意 的 多 不 为 0 的 a. 左 wes' 恒 有 m9, 亿 fA 不 是 正定 ,而 是 
半 正 定 (六 为 -nm 0.7 时 ,Pr ee ) = 0 
12 (J 题 41) 设 入 是 实 对 称 知 阵 ,8 晨 正 定年 阵 ,证明 : 存在 可 逆 阵 忆 ， 
使 得 C7AC 种 C' BC 都 成 对 角 虑 . 
证 因为 BB 不 定 ,所 以 .存在 可 北 阵 CC ,使 得 CI BC = 了. 
因为 (CTACIT =CTAC ,所 以,CiAGC 为 实 对 称 阵 . 于 是 ,存在 正 交 隆 
C- (注意 CEC 一 辣 ,使 得 


| 
加 


3 人- 
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CI CT AC DC = diagth hs) ， 
其 中 庆 Arwenhs 为 (CTAC,) 的 特征 信 . 
令 C=CG, 则 


CTAC=CI (CT AG ) C= diag( 1 ,A 
CTBC~ CICTIBCC; = CT IC: =1. 
于 是 ,CTAC 和 CTBC 都 成 对 角形 。 
413 (习题 43) 设 妇 是 n 阶 正 定 奸 阵 ,x 一 《rsx ,… xo)" ,证 其: 


0 On 
f= act ) 
x 


是 一 个 负 定 二 次 焉 。 
证 法 1, 对 分 块 矩阵 做 韧 等 行 变换 ,将 其 化 为 下 三 角 块 阵 , 即 


{ 人 A 9 
0 I x A x A 


两 边 取 行 列 式 ,得 
1 一 4 |0 rr|_ |-—xA'x 0 
0 上 站 x 人 | 
0 x 
即 f/f)— Cx i AIx) 14| 
x 各 


因为 太 正 定 ,所 以 |4| 疡 0, 且 4-! 也 正定 ,于 是 ,Wx 天 0,x"A7!x> 0， 
成 而 
ft)=— CA TA 
即 Fe 全 定 - 
法 2: 因为 4 可 道 , 散 非 退 化 线性 变换 * 一 47(7 一 4 x)， 即 


六 一 六 wy ,于 是 xx 一 0 1 
所 


0 x 人 
ne av 
在 I[Biw |x en aas a: 
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中 ,第 iT1 列 (> 所 在 列 ) 怖 (一 y) 都 加 到 第 1 列 , 则 第 1 列 变换 成 
(六 sw era 丙种 1 列 民 开 ,( 注 意 ; 辣 sy = 7 而 ?一人 7， 
得 
| 及 | 一 一 14 Da iAl y=— 1Alra 1x 
南 于 |4| >0 和 4 正定 ,所 以 下 关 0 一 一 141 x4- 1x) 0, 芭 
fx) 负 定 ， 


14 (习题 14》 设 4-=(av yw 是 = 阶 让 定 矩阵 ,证 明 : |4| 扫 aaa Qn 
证 将 4 分 块 为 


A 
-( . )， 其 中 -Calera tari) 1 
am 


因为 和 4 正定 ;4 的 二 阶 硕 序 主 子 式 det4yr 天 子 堆 (一 1,2. na 所以， 
矩阵 4。\ 正 定 (AP 也 正定 ), 且 4,，, 可逆, 对 分 块 矩阵 做 初等 行 变换 ,将 算 
阵 4 化 为 上 三 角 块 阵 , 即 


( Tl (人 “) (人 ) 
—oatAm: 1 a a, 0 a TA 


上 式 两 边 取 行列 式 ( 上 三 角 块 矩阵 的 行列 式 等 于 对 角 块 的 行列 式 的 乘积 ,得 
14|= lA | (am 一 四 和) 
因为 起 也 正定 , 当 a 天 0 时 ,有 人 向 了 80,am 一 0 Atam 所 以 


14 lam 1 和- 
同 理 ,在 4。, 中 ,有 14。 ,1 Sa 144s1. 如 此 类 推 ,得 
1Asas 14， [Soman A 2 Ean | 


其 中 | 和 | =a 0' 所 以 | 和 | 和 lane"*am. 


历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 
线性 代数 试题 的 题解 


1 行列 式 


人 设 4 二 (YB 《是 加 入) 其 中 C 且 77 为 四维 列 
商量 ,已 类 | 二 4,1B| 二 1, 求 i148|. 
解 1418B|=|e+p,27: ,27; ,27.| 
一 |g,27: 27, .2 和 | 十 | 且 . 2 .27 ,28 | 
2 oT. TT | +2 1B, YY Y, | 
=8|A4|+8|B, 8xX4+18X1=40. 


a 0 9 面 


2. 计算 行列 式 DD 


解 ” 先 将 第 4 行 依次 与 第 3, 第 2 行 对 换 两 次 , 青 焰 第 + 到 与 第 3, 第 2 
列 依 次 对 换 两 次 ,得 


a 0 0 
a 0 0 a a 站 
D CC- = 
日 和 Lt LA 


0 0b a 
ba a ih) 
“BE >" “, 则 下 列 命题 必 成 并 的 尽 ( 和 
中 首 1m AB 0 
可 著 #> 训 则 48 = 


下 设 AE€E 2" 
共同 4 网 AB 天 0 
定 苦 9, 则 4B| 攻 0: 


1 行列 式 297 


答 ” 命题 区 必 成 立 . 因为 : 4B 是 阶 知 阵 .日 
秘 (4B):mir( 秩 (4), 秋 (B))s 


所 以 AB8 一 0， 
4 一 2 zx—l 
21—2 2x—l ， 
4. 方程 fc) 一 -| -的 根 的 个 数 有 
3z 一 3 37 一 2 
lx 3 
几 个 ? 


解 法 1: 第 1 列 乘 ( 一 上 分 别 加 到 第 2,3,4 列 , 然 后 得 将 第 2 列 加 到 第 
1 到 ,得 


1 0 一 1 站 
0 
一 上 
-61 
27 一 2)( 一 6 12+x—7) 一 一 5315) 0， 


从 而 r- 0.1. 所 以 方程 1) 一 0 有 两 个 根 . 
法 2: 将 第 3 列 加 到 第 1 列 . 第 4 列 加 到 第 2 列 . 然 后. 第 2 州 靖 (~ 了 加 到 
第 1 列 .第 3 列 结 (- 2) 加 人 虽 第 2 列 ,得 


2r—l ?7r-1 2 


人 
Pi—8 67 一 了 
8 


jn 


而 得 出 fa 是 + 的 一 次 多 项 式 : 卫 1 
jc 的 一 个 根 ; 当 -ec 30 时 ,行列 式 的 第 1 与 第 2 行 相 同 ,所 以 省 是 14 一 
的 又 -- 个 根 . 
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法 3: 第 1 行 乘 ( 一 1 加 到 第 2 行 ,然后 第 2 行 夸 (一 D.C 一 3),( 一 4) 分 别 
加 到 第 1,3,4 行 , 青 提出 第 2 行 的 公 因 子 得 
x2 rl zr-2 
x 工 了 工 
HOT gy az- dz-5 3r-5 
I 4z 一 3 5zr 一 7 4 一 3 
—2 -1 一 2 一 3? 
1 1 1 1 


下 =0. 
一 3 ~2 zx—5 一 9 


0 一 3 zx-7 一 3 
看 得 出 f(y 是 个 二 次 多 项 式 , 在 复数 域 上 有 两 个 根 . 
5 设 4,B 均 为 n 阶 矩阵 ,14| 一 2,|8| 二 一 3, 求 |24" 8 一 | 
解 由 44' 一 |4| 开 得 |4114 | 一 | 入 | "而 | 和 | 一 2 天 0, 所 以 


14 1 一 144 
于 是 
[24° B71|=2"|4" tlB =2 14! "IB|T 
6. 设 a 一 (1,0, 一 1D)7 ,矩阵 4 二 eaT ,nn 为 下 整数 ,1 为 三 阶 单位 矩阵 , 则 
lal—A"|l=_ 


解 ”由 于 areaw 一 2, 所 以 ,有 
4 一 at 人 站 三 [一 2a6T 一 2 和 
由 归纳 法 得 
4" =2" 4， 


1 
al— 2 0|0,0,—1) 
一 1 
0 


故 


1 af 一 4 |=1al—2" aeT | 一 
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aa 一 2 0 
一 | « =al(a—2" DY — 2) 
2 0 
=a:(a— 2"). 


7. 设 四 阶 答 阵 妨 ~B,4 的 特征 值 为 2.3,4,5, 计 算 1B 一 |， 

解 四 阶 和 矩阵 4 有 + 个 互 不 相同 的 特征 值 ,所 以 么 相似 于 对 角 阵 diag(2， 
3,4,5). 由 于 了 一 4, 所 以 呈 也 相 做 于 diag(2,.3,4,5), 因 此 ,存在 可 赣 抢 阵 
已, 使 

P-'BP—diag(2,3,4,5), 
从 而 B=P diag(2,3,4,5)Pp™!, 
故 iB—Il=|P diag(2,3,4,5)》P-1 一 PP | 
=|P(dieg(2,3,4,5)— DP | 
=|Pl|diag(tl,2,3, 1|P™ |=4! 一 24， 


$8、 设 行列 式 
3 0 4 
2 2 22 
D7lo -7 0 0| 
5 3 一 2 2 
则 第 4 行 各 元 素 代数 余子 式 之 和 的 值 为 _ 
解 
0 4 8 3 4 0 
4 一 2 2 2|—56: w= |2 2 2|=0; 
700 0 0 0 
3 0 3 0 1 
As=—|2 2 23|=-42 4 一 |2 2 ?| 一 一]4. 
0 -7 0 0 一 7 0 


第 4 行 各 元 素 代 数 余 子 式 之 和 为 4&, 十 4e 十 As 十 Au 一 9. 


2 矩阵 


1 给 定 委 .月 和 一 2 可 道 ,已 知 4B 一 妇 十 2B, 求 B. 
解 ”由 4B= 4 十 28 得 4B--2B 一 4, 即 
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(4 2DB-—A, 
所 以 日 (4 一 2 及. 
2. 设 " 阶 币 阵 各 的 行列 式 14: 一 sa 和 0, 求 14 i， 
解 4 | 二 1&1 一 ar (风行 列 式 中 第 5 题 ). 
3. 已 知 4P= PB,B 为 对 角 定 阵 , 了 为 下 三 角形 可 逆 短 阵 、 求 起 ,入 。 
解 由 AP= PB 得 4=PBP-', 从 而 
A =(PBP-1 5)CPBP-')CPBP- 7CPBP :7CPBP- 7 


一 PB 
[3 2 
4 设 4=|1 1 0| 求 (4 一 2 有 7 
4 0 :| 
1 0 0 1 90. 
解 4 一 2 2 0,， (4 一 ?27 一 一 二 二 ol. 
a 1 | 
520 a 
2 1 0 0 
5. 设 4 一 :求生 
议 vo0l1 一 ?| 
001 1’ 


人 9 - 


0 A 
1 1 一 2 n o 
|.。 5 0 0 
一 1 2 
0 a 3 3 
UL 2 - 广 加 
tl 0 em 2 13 4 
| 一 1 | c 0 2 1 3 
说 一 四 "= 下 
4 设 Bo 1 | 0 0 2 1 
| D o 了 0 0 0 | 


2 算 阵 


且 算 阵 和 满足 4 一 C- BCT 一 工 试 化 简 方程 ,并 求 4. 
解 思路 , 先 利 用 转 置 和 逆 的 运算 规律 : 


CIA'=CACIT, (CA—B)': A'—B',(AB) -= 有 


化 简 左 式 , 再 利用 AP 二 1， 则 4 =P. 
左 = 40 一 C- BITCT 一 4[CGT- C BIT 
一 4CC 一 扫 7 一 右边 一 了 
从 而 得 证 ' 二 {CB)' ,4=C-B)D) 故 
人 0 站 
10 


0 
1 
2 
1 


， 2 
从 CD 2 


-coc 


| 
,4 一 CT ) 一 | 四 
\ [0 


加 3 2 
7. 设 入 ,B.C 均 为 n 人 阶 短 阵 , 旦 4BC = 了 则 必 有 ( ). 
DACB- I: BEEA I: DBAC=I: DBCA-L 
解 必 有 BC4= 工 内 为 


ABC=A(BO 了 


求 吾 


301 


解 由 AB-1=A' 十 B 得 8 一 8 一 A 一 了 , 即 (4 一 DB=A 一 二 所 以 


0 0 1]) |- 0 


B=(47D (AD = 0 1 0 | 0 3 
-1 0 6 {2 0 
00 -1f-Ln 21 2 0 1 
-ll ofl os -| os 
10 oll-20 -1| 一 1 0 2 
Qib ab, nb 
gh oa 所 aa 如 
9 设 4 一 


2 


D 
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其 中 ap 天 0 一]2， 
解 设 o=(ava:， 


) , 求 rCA)- 
as 一 (6 ,be 6) ,A 
4 =ap. 
于 想 ,rA 和 ) 筷 min(r(@) ,Tr( 且 ). 由 于 Ce 闫 0,B<0, 所 以 ,rl@) 二 117( 态 =1. 了 又 及 
为 非 零 矩阵 , 故 r(4) 兰 1, 因此 
lr(A)min(r(o) ,rr(P)=1. 


入 而 即 得 r(4) 一 1. 


10. 设 a 二 01,2,8) 8- (1 于, 于) ,4 一 ar 有 则 全 一 


解 “因为 熏 一 (ar 朋 (oT 朋 一 oaTD)B 一 (PaT)ar8 一 (有 rz774, 所 以 
A =(a Paparp a 
=atCpa (po pa p= Be)" a p= (pa yA, 


3 
本 
故 pe lt 1 三 
， 3 1 


11. 设 各 为 = 阶 非 零 实 矩阵 , 当 4” 一 4 时 ,证 明 |4| 天 0. 
证 法 1: 由 4 一 41 得 oo=Ao(4 是 av 的 代数 余子 式 ). 因为 4 为 非 
零 实 年 阵 , 所 以 存在 ev 关 D, 将 行列 式 14| 对 第 守 行 展开 , 即 得 


4 一 Darhs 一 Da 
一 二- 0 (大 为 a 关 0). 
法 2: 由 "有 二 A14 一 141T 可 若 , 欲 证 |4| 关 0, 只 要 证 4A'A 了 0( 堆 
短 隆 ). 
设 各 = te @e ,86) ;其 中 二 ava am 一 1 ,2), 则 
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4 | | me 
由 于 入 = (gu )nxn 天 0, 所 以 存在 as 关 0, 即 存在 wm 夫 0, 从 而 有 


四 ww) 四: 天 0 


因此 ,474 天 9, 于 是 i4| 天 0 得 让 { 因 为 荐 |4| 一 0, 则 4 生 一 4 和 -| 和 | 了 一 0)、 
12. 设 A4=diag( 志 ,二 ;二 ) ,月 4- BA 一 6A 十 BA, 求 可 
解 由 4- 1B4 一 64 二 BA, 得 
(4 1 — DBA—64. 
注意 到 入 可 赣 , 等 式 两 边 右 箭 4 ,又 得 


(#1—DB=61. 
于 是 
有 盏 一 6(4-: 一 站 -一 6[dag(3,4,7) 一 末 … 
一 6Fdiag(2,3.6)] :=6diag( 于 ,村井 ) -diag(3,2.1 
1 1 一 1 
13. 设 4 一 1 1 1; 且 加 一 AB 二 I, 求 BB。 
o00 —1 


解 由 47 一 AB 一 I, 即 AB 二 和 一 [得 
如 一 各 -04 一 下 一 入 一 生 


1 1 -1 1 -1 -2) fo 2 1 

-|ol 1l-lo 1 1=loo 0|. 

0 0 一 1! 0 0 -1) lo 00 
1 2 一 3 一 ? 1 2 .01 
, 01 2 一 3 0 120 
14. 设 B 一 ， C= ， 
00 1 2 0 012 
o00 0 1 0001 


且 521 一 CBA4AT 二 C7 1, 求 4. 
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解 由 (2 一 C BA ,得 
A BC FTC 本 
计算 过 程 略 天 ,答案 为 

1 -2 1 Do 

ro 1 22 1 4 1 0 中 
0 0 1 一: 1 2 nl 
: 0 0 1 0 1 —2 1 
[ 1 1 一 1 


15. 设 所 | 1 1|， 
\ 1 =- 0 
求 矩阵 天 ,使 之 满 旦 4 XX 二 A 2X。 
解 由 4X 一 AI 十 2X, 即 (4 一 2D 和 1, 得 
X=4 DD 站 一 (本 (4 一 2 有 ?一 


一 (4 一 24)1 
2 -2 21 1 0) 
一 | 2 一 2 1 1. 
2 2 2 0 1) 


16. 设 A- diag(tl, 一 2.1) .HABA 2B4 841, 求 B. 
解 由 4 BA-2B4A 8f- 邮 (4" 一 2DBA --8I. 得 


县 一 一 8(4 —2D) 24 一 一 8 一 2 
一 一 8C44 2) 一 一 入 一 2 《| 和 一 一 2) 
二 一 8(- 2 


{diag C2, —1,2)) (tdag( 工 ,一 1 


一 diag(2、 4.2) 
17. 设 矫 队 去 的 伴随 知 阵 为 


1 oo 
{on 
1 00 
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县 4B4 ! -8B4 -3[ 求 了 
解 由 14 1 六 71 ,得 14 =2( 后 而 要 用 ). 
再 由 4B4-'= B4- ' 十 3T, 得 
(A— DA” = 31, 


于 十 ， 
吾 一 344 一 玉 - 二 (1) 
一 3(4 一 口 - 


2 Ei 


=3( 一 7 (2) 


3] 2 站 | 
| - |= : | 


0 0 0 | 
2 0 0 
go 2 0 

1 

TT? 


306 历年 颈 士 研究 生 入 学 考试 中 线性 代数 试题 的 题解 


0 
0 0 
0 
1 


womo 


且 B=CIFA)TI( 一 和 ), 则 (TB) 一 
解 由 有 一 (十 入 ) 1 一 44). 即 (1 十 和) 
(C144)B 十 (J 十 入 . 

于 是 (十 4)(T 十 呈 ) 一 2 


1 站 0 0 
所 以 8) 1 一 二 (和 = | ”0 
一 2 3 0 
0 0 一 3 + 
加 a an 
19. 设 4 a1B 一 | a 加 ua | ， 


eg 十 ca。 ass ta 9 十 at 


0 1 10 0 
有 一 | 上 1 0 1 P=|0 1 1 
oo 1 10 1 


刚 必 有 5 7. 

@ 4PP, 一 了 ® 4 了 :天 一 马 

@PPA=B; © PPA=B. 

解 也是 由 4 经 初等 行 变换 -一 (1) 第 1 行 加 到 第 3 行 ,(2) 第 1 与 第 2 
行 对 换 而 得 到 的 , 这 里 P, 是 倍加 初等 阵 , 它 左 乘 4¢ 即 PA&) 是 把 4 的 第 1 行 
污 ! 加 到 第 3 行 ;P, 是 对 换 初等 阵 , 它 左 习 PA 是 将 Pa4 的 第 1 与 第 2 行 对 
换 . 所 以 四 成 立 , 邑 

P,(P:A)=P PA=B. 
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20. 设 4 是 4x3 知 阵 , 且 4 的 秩 r(4) 一 2 而 


1 0 2 
—1 0 3 
则 r(4B)=  . 
解 ” 由 于 |8| 二 10 关 0, 所 以 B 可 北 , 即 (8) 二 3. 
法 1: 因为 B 满 秩 , 所 以 ,r(A4B) 一 区 CA) 一 2 


法 2: 利用 只 A) 十 r(B) 一 3SSrCAB) 才 miniT(4),r(B))。 
2+3—3&r(4B)Smn{2,3}=2, 


所 以 ,x4B) 一 2. 
21. 没入 为 4 阶 迭 阵 (n 宇 3) 导 为 常数 (e 天 0, 士 1) , 则 (k&)" 二 ( ). 
DEA: DoIA'; DhA': EE'A'. 
解 (A) 一 kr"-'4'. 因 为: h 太 的 第 ; 行 第 ; 列 元 素 kas 的 代数 余子 
式 (&A), (是 x 一] 阶 行列 式 ) ,是 和 4 的 元 素 =。 的 代数 余子 式 4, 的 上 倍 , 即 


ho | 
Ra jy ka heel 
OE i pA, 
han oe ha Ratisal “kate 
kon oe Rat hart "kam 
于 是 信访") 二 (kA),) ,二 CT 14", 故 


22. 设 访 为 阶 可 逆 和 矩阵, 丰 的 第 1.j 行 对 换 后 得 BB 

(1) 证 明理 可逆 ; (2) 求 4B 

解 (1) 因为 记 可 道 导 14! 玫 0, 又 |B| 一 一 14. 关 0, 所 以 是 可 道 . 
(2) 第 ij 行 对 换 的 初等 矩阵 为 也 ,因为 


一 4 :Eu ,所 以 
AB-' -= ACA TIE, )=E,. 
23. Br) 1 产 9,4=- 工 归 7 证明: 
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4 4 一 入 的 艳 分 必 娄 条 件 是 PB 1 


=1 时 ,4 不 林 逆 . 


证 电路 : 注意 吉 ' 足 wx 十 隆 , 而 及 用 是 1x 1 关 阵 .可 以 看 成 -个 
数 天 
( 嘟 ， ( 妥 区 最 :1 PPPB' kBp:. 
《1 设 户 =, 则 
3 rT—Bp 
= 1— 2BB "+P BB 
I1 tk 228p:. 
由 于 起 入 .点 得 (一 2 部 ' 一 一季 的 侈 分 必要 条 件 为 


A 
2 由 4 的 结论 . 生 


1 如 虹 :Ar 1. 
笃 的 充分 必 上 由 条 件 是 月 有一 1 


反 证 蔡 羡 可 赣 , 在 汪 从 等 式 古 边 左 乘 4 ,得 
入 二 这 与 专 二 (一 靶 1 巴 后 (因为 好 和 考 0). 所 以 各 不可逆。 
界 -让 法 :出 于 外 下 1 时 ,和 二 专 , 即 
人 4 一 站 和 0. 
所 以 4 一 站 二 r( 入 二 


区 让 -J 一 一 妓 , 夏 rt4 有 1， 
所 必 rs 1 其 丽 生 丰 可逆 ， 
24- 设 让 ,为 阶 林 竹 ,4' .8 分 关 为 太 .B 对 应 的 伴随 矩阵 .分 其 算 隆 


(2 ) .出 的 位 随 逢 阵 C 一 
0 上 几 


二 | 0 
)， 


‘BB 0 ) 
0 BB 


‘3 ( 0 | 414 


oo 


. A1B 0 | 再 14 0 
CC) ( oola ): (DD) { vo 8 ). 


解 C 名 阵 在 4 的 第 : 行 .第 / 询 站 的 代数 余子 式 为 
(CC4))， 一 各 下 
其 中 必 是 二 的 元 素 a 的 代数 余子 式 ， 
和 逢 阵 在 自 的 第 ; 行 , 第 ， 询 处 的 代数 余子 式 为 
(CC8)) ,=B, |Al, 
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共 由 此 -是 吾 的 元 素 轴 ,的 代数 余子 慌 - 所 氛 


. BA 0 
区 =( .答案 为 (CD)) 
0 AIB 
[| 
tl! 
25. 设 碟 省 1 1 | 
1 1 


上 rr 3 由 
解 ”做 税 等 变换 : 
阵 . 即 


第 1.1 列 对 换 . 再 做 行 空 换 - 恰 其 化 为 阶梯 形 居 


1] 1 ] 1 a 
1 0 kl 0 上 一 大 | 
D0 9 Kk-l lok! 


1 ,| 
1 上 十 才 0 DD 3 
.3 二 一人- 即 上 一 3 


一 1 .已 各 六 和 ) 


乱 然 状 关 民力 天 一 则 二 入 


26. 设 
| PR 
a a a a a 
各 = B= > 

a a a a a 

La a a a 
oo 1 0 0 
|, 1 0 0 | on 

nm | 0 1 上 0 ,| 
1 0 全 ol oo a 1 


其 中 各 林 道 , 则 县 等 于 机 
(AY 和 PP 《B) PAP:: 
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(CC) PPAT:s 《D) PA P,, 
解 矩阵 下 是 4 经 过 第 1,4 列 对 换 和 第 2,3 列 对 换 而 得 到 的 ,所 以 
B=AP,P:， 或 B=APP. 
而 初等 对 换 阵 户 ,P, 的 逆 甜 阵 还 是 自身 , 即 Pr' 一 已 ,Ps :一 Pi ,于 是 
B-'=(APP) =P 'P'Ah '—PPA 
或 B 1APP) ! <Ppr iPi'Ah ! =P PA !. 
答案 为 CC). 
27， 蕊 知 和 ,此 为 三 阶 乱 阵 , 且 满足 24 也 一 瞩 一 4 


中 ) 征明, 矩阵 4 一 2 可 逆 ; 


1 一 2 0 
(2) 车 B= 2 0|, 求 矩阵 4. 
0 0 2 
解 (1) 在 24-H= 瑟 一 上 两边 左 乘 4 ,得 
28 一 4B 一 44， 即 (4 一 2DB=44. CD) 
已 知 条 件 中 有 和- ,表示 4 可 道 ,在 (1) 式 两 边 右 乘 4 .得 
(4 一 2D84- 一 41， 即 +4—2D 二 BA ‘= C2) 


由 (C2) 式 可 知 ; 太一 21 可 逆 , 晶 (4 一 2797 一 十 BA 


<2) 在 24 :3 一 8 一休 两 边 右 乘 于 B-' ,得 
1 


A = 2 
从 而 得 (计算 这 程 略 去 ) 
1 
王 ?| 0 2 0 
和 一 去 vo 0 i， 六 一 (0 一 | 一 1 一 ! | 
1 0 0 一 
0 0 一世 
3 线性 方程 组 


1. #4 维 向 量 @, ,a as 袜 3) 线 性 无 关 的 条 件 是 什么 ? 
解 “mac ve 线性 无 关 , 即 : 车 
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0 十 a 人 十 …… 寺 工人 一 0 《CD) 
则 rm yzr' 必须 全 为 零 . 这 时 (1) 式 的 向 量 方程 可 以 考 示 为 (或 说 等 价 
于 ) 个 齐 次 线性 方程 组 


Ea 0 
0 

Ax=0 即 Cm,G | .| ， 《2) 
工 0 


其 中 入 是 将 gl ,as ，…G, 按 列 排 成 的 aXs 算 阵 ， 

所 以 ,E02 ，,… .0 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 4x 二 日 只 有 
零 解 . 

32. 设 四 阶 敌阵 4 的 行列 式 |141 一 0, 则 4 中 必 有 ( ). 

全 4 的 列 向 量 线性 相关 ,月 任意 3 个 列 问 量 也 线性 相关 : 

加 4 的 4 个 列 向 重 两 两 线性 相关 ; 

国 六 中 必 有 一 个 列 向 量 起 其 余 向 量 的 线性 组 合 ; 

外 中 任意 3 个 行 向 景 线性 无 闫 ,但 其 4 个 行 向 量 线性 相关 

管 。 管 案 为 @. 这 里 要 注意 ; 题 中 4 个 条 件 都 能 保证 :4| 一 0 但 141 一 0 
时 ,并 不 必须 是 中 ,加 ,加 的 情况 , 击 必 须 是 名 的 情况 . 

3. 已 知 ,GGG 线性 无 关 , 则 ( ). 

图 国 十 的 ; 生 十 的 ,Gi 十 人 y 1t 十 Gt 也 线性 无 关 ， 

加 一 所 ,而 一 看 ,一 而 :0 一 本 也 线性 无 关 ; 

加 十 gi 十 加 :的 十 4 ,6t 一 人 也 线性 无 关 ， 

图 本 二 本 ,本 十 而 -本 一 加 一 上 也 线性 无 关 . 

解 DB (Co + 一 (Gy 十) 十 (名 十 4) 一 (4 十) 二 0, 所 以 四 组 向 量 


线性 相关 ; 

图 (@ 一 号 ) 二 (as 一 6a ) 十 (gs 一 辐 ) 十 (的 一 血 ) 一 和 所 以 四 组 问 量 线性 
相关 ， 

图 (二 0 一 (十 g3) 十 (后 一 @) 二 (0 一 而 ) 二 0, 所 以 四 组 向 量 线性 
相关 ， 


帮 为 考题 ,排除 了 中 ,四 ,时 , 则 @@ 组 向 里 必 是 线性 无 关 的 , 其 证 明 为 : 设 
0 
即 
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(一 DO Cr Hea)ar rte di tn 0. 
由 十 @ .oa 线性 无 关 , 所 以 上 式 中 它 从 的 系数 必须 全 为 D, 得 齐 次 线性 
方程 组 : 


a0, | 0 re n=0 rtz=0. 1) 

旋 程 组 (1) 的 系数 行列 式 
上 和 和 | 

1 ou ] 1 0 
110 9 

一 |1 1 
时 上 0 

o 1 
0 0 1 11 


所 以 方程 纪 ( 了 只 有 有 零 解 ,因此 向 
于 没 @ 二 (1 .02,3).0 
a 
让 为 何 他 时 .用 不 能 出 ge .ao 线性 表 水 ; 
于 & 坊 为 何人 时 .用 可 让 ,oa 0, ,8. 惟 -地 线性 去 示 . 
解 ”这 个 门 题 足 讨 论 : 向 量 方程 > mi 一 蕊 中 一 人 让 一 区 全 及 何 时 无 
解 , 何 叶 有 惟 - 解 ,这 个 疝 量 方程 本 才 汶 为 一 个 站 齐 次 线性 方程 组 4x 一 由 、 
其 增 广 拭 附 为 


CO—liat2.1} gm 


i 1 1 1 1 
0 -l! 2 .1 
“oo ob 
gn 0 ur1l ol 
出 此 可 见 ， 红 即 e 一 一 1.H 6 产 0 时 .方程 组 4z= 朋 无 解 - 即 用 不 能 
出 ca ， 表示 
4 1 1 三 0. 即 a 王 - 1 时 .Ax -有 B' 有 惟一 解 , 地 可 由 ,6 0 推 


-地 线性 表示 . 此 时 .方程 组 的 解 为 : mr Or 一 I 


1 一 (1 二 2) 一 六 一 0 一 一 22 


tb De hoe, 


、 题 域 与 4 相同 (上 略 去 ). 
6 设 @= 一 (一 1 一 5351 .和 
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ou = 


一 6.10,T, 试 来， 
也 为何 值 时 ,i .a .ee 线性 无 次, 并 将 《4,1.6.10) 用 它们 线性 
表示 。 
名 为 条 值 时 ,oo, ,0,9;.& 线性 相关 ,并 求 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
解 


(My a 
行 变换 
1 -1 3 -2: 4 
o 一 2 —] —4: 一 3 
(1) 
0 站 1 日 1 


og 0 0 p-2il-p 

全 mm ,me ,0; ,0 线性 无 关 的 充 朗 条件 是 齐 次 线性 方程 组 4x -0 只 有 零 

解 .由 (1) 式 叮 见 -p 一 2 六 0, 即 p 尖 2 时 ,Ax=-0 只 有 和 零 解 ,从 而 f ,Gs ,人 
线性 无 关 . 此 时 , 非 齐 次 线 件 方程 组 4x 一 & 的 解 为 


= Ti 1， 一， 一. 
所 以 G 一 2 | - 


加 当 p D0. 即 p72 时 .G0 of 线性 相关 ,上面 答 阵 经 初等 行 
变换 后 ,对 应 的 列 向 量 弓 有 相同 的 线性 相关 性 . 在 阶梯 形 逢 阵 中 前 3 列 线性 
无 关 , 所 以! ,as ,os ) 是 ova. ao 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

7 没有 可 由 {tm ，… 0} 线性 表示 , 记 (: ts :tm 
-1, 且 , 若 有 不 能 由 tT ) 线 性 表示 , 则 ( )。 

全 = 木 能 由 (1 } 表 示 . 也 不 能 由 (了 [) 表示 ; 

加 me 不 能 由 ( 工 ) 表 示 , 但 可 由 (CI ) 表 示 ; 

加 qm 可 由 ( 工 ) 表 乒 : 也 可 由 ( 卫 ) 表 页 

全 0. 可 由 (TT) 表示 ,但 不 可 由 ( 卫 ) 表 示 . 

解 ” 题 设 为 : 存在 xz," ,Tn-1,zms 使 

B= 0m tn -1 十 工作 (1) 
车 有 不 能 出 (CT): fa … 0-1} 线性 表示 , 则 由 (1) 式 可 网 xc 隆 0; 且 Wo 也 不 
能 由 ( 工 ) 表示 ( 否 则 下 可 由 CT) 表示 ); 此 时 ,由 (1) 式 又 可 得 
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sg 一) 


因此 6 可 由 (T) 老 示 . 所 以 答案 为 也 ， 

8. n+ 维 向 量 cl ,tlm<in} 线 性 亡 关 , 则 1 维 向 家 县 , 访 ,… .BB 线性 
尤 关 的 充 费 菜 件 为 ( )、 

他 向 量 组 名 ,0 可 以 由 疝 量 组 下 , 且 .… ,局 , 线性 表示 ，; 

加 向 量 组 名, 包 ， ,以 由 向量 组 0 ，… -mw 线性 表示 ; 

名 自 量 纪 @ 与 向 量 组 ,后 ，… ,各 等 价 ; 

多 征 阵 4 一 (ol Geo) 可 以 经 过 初等 变换 化 为 短 阵 8 二 ( 凡 , 司 ,…， 
此 》, 即 么 兰 各。 

解 ”答案 为 图 . 骨 为 切 等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 所 以 ， 

r( 吕 ?一 弥生 ?一 2( 即 页, 及 线性 无 关 ) 的 充 要 条 件 为 4 宇 B. 

全 ,外 ,名 都 不 正确 是 因为 : 两 组 线性 无 关 的 向 晤 相 革 间 并 人 不 一定 可 以 
线性 表示 ,例如 : 

OO G10,0.1)7. 
这 里 (a,,@}.! 妨 , 包 } 都 是 线 体 无 关 的 向 最 组 ,它们 相 民 间 不 能 线性 表示 。 
然而 


1 1 (11 0 0 0 
4=|0 1| 兰 |0 1 人 兰 |1 0|=B. 
D 工 0 0 0 1 
9 设 二 (E2314) ,Gg =(213,4.5) ,0 (3.4.5,6) .0 =(4,5.6,7), 


1 2 3 4 

- 初等 |0 1 一 2 一 3 
Cg Hs ， 

解 (et “有 变换 |0 0 0 0 


0 0 0 4 
所 以 , 秩 {m ,a ,4; 二 2L 上 列 阶梯 阵 的 非 夫 行 行 数 ). 
10. 设 仙 =: 1.2; 一 1.1) ,0 一 《2,0,110) ,4 二 (0, 4,5, 一 2), 若 秩 


人 
解 方法 同上 ,得 :一 3- 
21. 第 3 章 3.7 节 中 第 9 题 . 
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12. 第 3 章 3.7 节 中 第 8 题 . 
13， (补充 题 3-52) 设 e= (1.2.07,8- (1 .二 .0) .y -0,0,8)-， 


4 一 G 有 了 一 PE 求解 方程 2B* 和 x < 二 BE 人 


1 
1 1 0 
2 1 » 
解 A= 12 (CE 2 1 0|， 
1 1 
1 到 0 


1 
B= (1 二) |2|=1+1 2. 
| 1 
A=(ap'i(op = (pm ap')=BA=24, 
A'=(ap' ap) op ag) =tp' oa (op' )=— BA=8A4. 


由 方程 2B:42x 一 Atx -Bix+Y, 得 
{2B A A BNDr=Y, 
好 {84—16Dx—Y, 
从 而 得 


[= 4 0 
16 —8 站 
[8 4 一 16 


| 

该 方程 人 疏解 x -tr ren 一 (9.0 一 到) 

14. 已 知 甸 so sg 是 Ax 一 5 的 3 个 解 (和 ERI),r(A): 3.0 (1,2， 
3 1G 十 i 二 (0,1,2,3)T ,ec 为 任意 常数 , 则 4x 一 的 通 解 zx 一 _. 

Dot lc,2,3): 

Be23d Dtel35.7)7, 

解 答案 为 图, 因为 : 

对 应 齐 次 方程 组 4&x=0 的 基础 解 系 含 4 一 r(4) 一 4 一 3:. 工 个 疝 基 .由 
A =6(i 二 1,213), 得 

Am 一 二 (op 二) 一 2 有 

从 而 
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(20 一 号 一 oa ) 
2.3,4.5)T 是 4r 一 


了 六 一 25 一 在， 
的 基础 解 系 , 因 此 .4x -的 通 


表 训 =2@, 一 
解 为 Qi 十 c(t2,3,4,5)7. 

1$. 已 知 向 量 组 嫩 一 (012 3 =(3,0,1)?7 83 一 (9.6, 一 7?) ,一 
(0.1 ,一 1 计 一 (a.2,1T, 导 =(51.0)7T ,日 秩 Ca oo) 一 秩 ( 电 入， 让) 
又 下 可 由 wei oa ,es 线性 表示 . 求 a.b 的 值 . 

解 如 可 由 名 ,% .ww 线性 表示 ,向 量 组 :天 .0 ,a ,41 与 ‘ 负 -0 ,ws} 等 
价 , 即 等 秩 

由 观察 法 看 出 & ,a 线性 无 关 ( 因 为 ml ,as 不 成 比例 } .eye .tm 线性 相 
关 . 事 实 上 三 一 3o 十 2 加, 因为 荐 令 台 (1, 2, 一 3)7 HF (310.1)7 =(9,6: 一 
7)1 ,从 第 2 个 分 最 看 得 出 26 十 0 . 6, 一 3 再 从 第 一 个 分 是 看 得 出 34 3k 
=9, 和 一 2. 从 而 得 秩 (on ,ie ,zs) 一 从 ( 员 . 凡 - 记 ) 一 2. 

由 局 ==00,1, 一 了), 各 Cas2,1)7, 避 = (C6,1,0)" ,看 出 用 , 吕 线 竹 无 关 
(不 虚 比 网 }. 而 秩 ( 员 ,此 :及 ?一 2, 故 让, 中 ,及 线性 相关 , 令 下 一 克 员 -1 
各 及 , 即 


(B10 =R OT 1) + a21)", 


b =ka, 
从 而 得 上 
一 外 十 如一 小 
和 kb 革 
解 得 下 一 各 一 可 3 


已 知 员 可 由 xi ,oa ,os 线性 表示 ,所 以 ,及 也 可 由 生 , 号 线性 表示 . 令 
(6140)1 =k C2 —3)T tk (30.1)T., 


解 得 名 一 二 a 剖 .o=5, 所 以 a=36=15. 


16. 已 知 开 中 间 量 组 @ = (ay2 ,10)0o 一 (一 2.1.5) 0 (一 1,1， 
4)7 ,B=(1.4,o) 试 阿 abc 满足 什么 条 件 时 ,有 

《1) 月 可 出 wa ,0 线性 表示 , 且 表 示 法 惟一 ; 

《2) 了 不 能 由 名 ,名 ,线性 表示 ; 

(3) 了 可 由 oy .oo 线性 表示 ,但 故 示 法 木 慌 一 .并 求 出 一 般 去 达 式 . 

解 〈1) 设 有 加 的 十 二 本 十 世 多 :此 方程 组 的 增 广 算 降 
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a 2 211) 人 ! 1 
: 1 ' 0 
10 5 4ic) | 
2 
-| 
0 
当 2? 全 尖 0: 即 < 关 一 4 时 ,得 惟一 解 ,月 可 经 e ,et va 线性 表示 , 且 
表示 法 惟一 - 


52) 当 &= 一 4 时 ,此 时 增 广 矩 竹 变换 为 

21 1: 8 2 1 0, -i 
0 0 1ilt2l>10 0 1; 1+26 
0 0 —1’ic-56) (lo 0 031 一 35+c 

当 1 一 35 十 c 天 0 时 ,不 能 由 el ,te ,ts 线性 表示 . 

《3) 当 &a== 一 4,1 一 36 十 c 一 0 时, 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ,h 可 由 ,t,t 
线性 表示 ,和 且 丧 示 法 不 惟一 - 其 一 般 表 达 式 为 

B=k a — (1+6+2k) a + (1 +2b) 0. 

17, 《习题 3-45) 设 向 量 组 {m ,名 ,的 } 线 性 相关 , [8: .0 ,a } 线 性 无 
关 . 回答 下 列 问 题 ,并 证 明之 . 

《1) tm 能 否 由 ta .an ) 线 性 表示 ? 

(2) om 能 否 出 {o ,es ,oa 1 线性 表示 ? 

解 (1) 因为 qi,@ 线性 无 关 , 而 Geo 线性 相关 .所 以 后 可 由 6， 
ai 线性 表示 (证 明 见 定理 3- 3). 

《2) a 不能 由 {@w ,ea ,本 ?线性 表示 , 因为 如 果 ws 能 由 {0 ,oo 线性 
表示 , 则 w 就 能 出 如 ,fe 线性 表示 5 因为 mm 能 由 ,ow 线性 表示 ), 这 与 02， 
,0 线性 无 关 玉 盾 ， 

18. 设 和 ER"*" ,BER"" ,nm, 证 明 : 车 AB 一 4, 则 是 的 列 向 量 组 线 
性 无 关 . 

证 4 是 z 阶 矩阵 ,已 知 r(4B) 一 了 (有 一 罗 而 crC4B) 扫 min(tr(4)， 
5 下 ,所 以 rB) 一 x; 因此 ,B 的 个 列 向 量 的 秩 为 *, 即 B 的 列 向 量 组 线性 


> 
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无 关 ， 

19， 设 韭 齐 次 线性 方程 组 4x = 的 增 广 生 阵 如 下 , 癌 其 中 参数 (a.5,X 
等 ) 取 何 值 时 ,方程 无 解 , 有 惟 解 , 有 无 穷 多 组 解 ” 当 有 无 穷 多 组 解 时 , 求 其 
一 般 解 - 


1 1 1 ] 0 
| 3 0 
0 1 2 2: 1 
(1 1 (2 4 11 
0 —l a 3 2 "| 
6 1 1 
o 1 a -1 
1 3 4 1 2 )-1 1 
(3 10 1 a -ao -1 | 1 1 2 
20 3 83 4 5 -5 一 1 
1 2 Ll 
3 


(5) |2 3 at2:3l. 
| a —2:0 


这 些 题 与 我 们 在 第 3 章 3. 6 节 中 的 例 1, 以 及 数 材 第 3 章 3.5 节 中 的 例 
2 都 是 同样 类 型 的 . 这 里 不 再 给 出 题解 . 留 给 读者 自己 独立 完成 . 

20. 《补充 题 3 38) 已 知 员 .县 是 方程 4x 一 b 的 岗 个 不 同 解 .a ,a 是 
对 应 齐 次 方程 4x=0 的 基础 解 系 . 则 Ax 二 6 的 一 般 解 基 { )， 


CA) ka tho toe) | Bp 


BtB 
ee; 


(CB) RIOm -REO 十 


《C) 十 居 ( 玉 十 局 ) | 


(DD) 右面 十 甩 ( 明 一 屋 ) 十 
解 ”答案 为 (B). 因为 wm ,a 一 @ 是 4x 一 0 的 随 个 线性 无 关 的 解 . 从 而 是 


中 十 及 
2 


它 的 基础 解 系 ;县 二 县 是 4 一 请 的 个 解 , 即 4 有 二 丰 = 上 4 二 二 AB 一 


v= 


各 一. 所 以 Ax 二 的 一 般 解 汶 (B)， 
21. 此 第 3 章 3- 7 节 中 第 5 题 . 
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22、 见 第 3 章 3.7 节 中 第 6 题 . 

23， (补充 是 3-50) 设 呈 阶 抵 阵 4 的 每 行 苑 束 之 和 均 为 零 , 又 (4) 一 
1 一 1, 求 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 通 解 . 

解 由 rc4)=n 一 1 叶 知 , Ax 二 0 的 基础 解 系 只 含 "一 r(4)= 1 个 解 向 
车 ; 铀 由 站 的 每 行 元 素 之 种 均 为 零 又 可 知 .x 一 (1,1,…,1)” 是 Ax 一 0 的 解 ， 
从 而 也 是 其 基础 解 系 ,因此 4x==0 的 通 解 为 

二 (1,1,1,1)"， 天 为 任意 常数 . 
24, 车 如 一 (1,0,2)T .如 =(011. 一 117 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 ， 
由 系数 夭 阵 起 为 ( ). 
2 .0 -1 
DID @ (。 ) 小 
解 ” 竺 案 是 亿 . 因为 忆 与 豆 是 
一 2 十 ra 十 aa 一 
的 两 个 解 . 而 总 与 各 不 昆 以 全 中 乞 阵 作为 系数 垂 阵 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 . 

一 般 由 齐 次 线性 方程 组 的 解 , 反 过 来 求 这 个 方 释 组 的 方法 ,请 见 第 3 章 

3.5 节 小 例 2 的 另 一 解法 . 
11 005 
1 1 -1 0 0 
00 111 
解 ”求解 过 程 略 去 ,基础 解 系 为 
0 可 = 53,04 一 314,12 7。 

26. 设 入 =(as) 是 nX(2n) 短 阵 .已 知 4x 二 0 的 基础 解 系 为 : 和 C1， 
Bice Bb 试 求 齐 
次 线性 方程 组 By= 0, 即 

[ee bio 


25. 设 和 4 , 求 齐 次 线性 方程 组 4&xr 一 0 的 基础 解 系 . 


» . 
pny (CD 


| th {tba yn 0 
的 通 解 ,并 说 明理 由 . 
解 由 (CD 到 : 
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有 |， 区 而 Br (的, 如, 
四 


方程 组 (1) 可 表示 为 By 一 习 由 于 上 ,名 ,…, 且 是 4x 一 0 的 基础 解 系 ,所 以 
2z 一 r(4) 一 ?+ 即 r(A&) 二 n; 又 因为 
A 0， 一 1 ,2 


于 是 
(入 各 
即 4 
因此 
(AB')’ 一 BAT 一 人 《2) 
设 
" 
人 
4= (Co x = | ,| 
a, 
则 AT = (a GT (3) 
由 C2),(3) 式 可 得 
Bar =0, j=l on. (4) 


由 r(B) 二 n 及 (4) 式 可 见 ,4 的 za 个 行 向 量 的 转 置 @T , 吧 ，, 服 是 By 一 0 的 
基础 解 系 , 其 一 般 解 为 y 一 后 呵 十 G7 十 … 十 如 3《 其 中 如 ,如 ，… ,为 任意 
常数 ) 。 

27. 见 第 3 章 3.6 节 中 例 6. 

28、 见 第 3 章 3.5 节 中 例 3. 
A lw 
14 1 
1 1 2 
已 知 存在 三 阶 矩 阵 召 关 0, 使 48 一 0, 刘 必 有 ( ). 

D4=—2,|B|=0; 多 1 一 一 2, | 如 | 天 0; 


29. 设 4 一 
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D4=1,|B| -0 D2= 1B|#0. 
解 答案 为 图 . 此 题 与 第 3 章 3.5 节 中 例 1 是 类 似 的 ,请 参考 后 自己 独 
立 完成 . 


此 题 的 关键 为 : 由 AB=( 可 知 ,8 的 列 向 量 局 . 品 , 记 均 是 4x 一 0 的 解 ， 
且 其 中 至 少 有 一 个 是 非 零 解 . 因此 必 有 |41=0, 观 察 即 可 见 一 1 时 ,14| 一 
0, 还 时 Ax 一 日 的 基础 解 系 舍 3 一 r(A4) =3 一 1 二 2 个 解 向 量 , 所 以 r() 志 2, 从 
而 'B1=0. 

30. 设 


已 知 存 在 三 阶 非 等 矩阵 8, 使 4B=0, 则 /一 . 
解 ”此 题 与 上 题 类 似 . 由 14| 一 7 十 31 一 0 得 :一 


a bc 
31. 设 和 矩阵 | ec。 如 ”cs | 是 满 秩 的 , 则 直线 
ay Wc 
i yh 
Faas bb oe qas bby cc 
(A) 相交 于 一 点 ; 〈B) 重合 ; 


(《C) 平行 但 不 契合: 。 《DD) 异 面 . 
oa hh Tr 


da Ce 


a ba cs 


Qay ba cs 
(由 于 矩阵 满 秩 ) 其 中 任 需 行 不 成 比例 , 即 Li 与 工 : 的 方向 向 量 不 平行 . 排除 
(B)(C). 分 析 工 , 与 1 是 千 共 面 ,只 顷 考虑 3 点 Alai. 抽 0) ,Bles 天 
Ceas ,pa ves) 是 否 共 面 , 由 混合 称 


一 az 一 


一 0 


融 - (CBx 访 )= as bb ce 


da 


Qa hh Tn 
(因为 各 行 加 到 第 1 行 后 ,第 1 行 全 为 0) 可 知 AC,T ,Lz 三 线 共 面 ,而 世 与 
Ts 又 不 平行 ,所 以 工 与 L* 必 相 交 , 选 (人 A). 
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32. 设 4E M53 }( 妈 及 阶 实 知 阵 ). 则 线性 方 秋 组 ( 1) (了): 

CI) Ax=0, (Cl) A'Ax-.0 
的 解 集 必 为 ( )。 
同 解 (相等 )， 
(TI) 的 解 几 是 (下 ?的 解 , 但 ( 正 ) 的 解 不 一 定 是 ( 工 ) 的 解 ， 
(7 的 解 必 是 (上 ) 的 解 ,但 (1 ) 的 解 不 一 定 是 (下 ?的 解 * 
二 考 的 解 没有 关系 

解 ”答案 为 由 . 四 为: 秩 (4: 胡 :一 秩 (4) ,所 以 二 者 的 基础 解 条 所 含 向 其 
个 数 相同 :再 出 4x 二 0 可 推出 47<Ax) 一 0. 刀 (【) 的 解 必 必 (了 } 的 解 ,从 而 
( 了) 的 基础 解 系 电 是 ( IT) 的 基础 解 系 . 因 此 ,( 工 ),( 下 ) 是 同 解 方程 组 、 

33. 见 主 教材 第 3 章 第 3. 5 节 中 的 何 5. 

34. 设 加 (an ,az nT ks * 
mr 线性 无 关 , 已 知 关 = (bh ， 

Ee 


7 忆 2) 是 n 维 实 向 量 ,和 ， 
,6,)” 是 线性 方程 组 


se TL a 


Qi Tl Tar QraXn 一 
的 非 零 解 向 量 , 试 判断 向 量 绍 o ,6&.，-… .0 ,的 线性 相关 性 。 
解 ” 由 于 用 是 线性 方 各 组 的 解 .所 以 让 与 a% 的 内 可 
C0 = by dasb tod 0 t= 
下 面 判断 .0 ,… ,4 堪 的 线 隆 相关 性 - 设 
km tk 0A kB=0. 《1) 


则 
(Rimi Gt EB = (0, =0. 
寺 
Ri Cm eB) | kGs PD- ko, ,+RB, PD 
=0+0+ 0+R(B, PD =0. 
由 于 ( 反 忆 >0, 所 以 & 0. 将 其 代 人 (了 1) 式 ,理由 训 ,0;,……,w 线性 无 关 , 又 得 
下 一 上 一 人 一 总 一 0 所 以 ,向 得 组 0,0，… ,0 电线 性 无 关 - 
35. 见 第 3 章 3.5 节 中 例 2. 
36. 见 第 3 章 3.5 节 中 例 7. 
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37， 见 第 3 章 3.5 节 中 例 5. 

38， 见 第 3 章 3.5 节 中 例 6. 

39、 见 第 3 章 3.6 攻 中 例 3. 

扣 ， 见 第 3 章 3.6 节 中 例 5. 

41， 设 向 量 组 am ,a ,as 线性 无 关 , 疝 量 B 可 出 a was oo 线性 表示 .面向 
最 区 不 能 由 a yes ,os 线性 表示 , 则 对 于 任意 常数 二 , 必 有 

(CA) gi ,0 ,0 ,有 十 让 线性 无 关 ; 

(B) a ,十 生 线性 相关 ; 

《C) gi 及 二 有 线性 无 关 ; 

《D) .0 ,ai ,有 kB 线性 相关 . 

解 答案 为 (A). 下 而 让 明 : 设 


om 二 cgs 十 人 十 CA 一 及 一 小 (CD 
由 于 后 -6 二 RG 十 并， 代 人 (12 式 , 得 
crtek Yo te tek +(e 十 chs) 0s TeB. =0. 《27 


由 于 氏 不 能 由 a; :om ,Gy 线性 表示 ,所 以 (2) 式 中 及 的 系数 := D0, 将 其 代入 
《2) 式 ,再 让 al .o ,C2; 线性 无 关 叉 得 c. 一 ce 90. 所 以 ,@ , ,十 BB 
线性 而 关 . 

注意 ，(C?,(D) 都 不 正确 .因为 : 当 k& 一 9 时 ,(C) 中 向 量 线 性 相关 : 当 & 夫 
9 时 .(DD} 中 向 最 线性 无 关 . 
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1. 已 知 忆 的 基底 为 @ = 人 (11:0) .8 一 01.0.1),g4- (D01111), 求 42= 
《2,0,0) 在 基底 下 的 坐标 . 
解 设 HA 一 zaiT 必 全 十 < 得 


人 019 
| 1 0 由 
[i oo ls 


解 此 方程 组 ,得 所 的 坐标 Cm rs 人 一 (1 一 
2. 已 知 信 的 两 组 基 : 


324 历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 线性 代数 试题 的 题解 


= 0 1 m1 D7: 

Bo,2,1) R=(2,3,4)T ,B34,3)7. 
求 { ,ee ,ms } 到 二 , 员 , 导 } 的 过 流下 阵 入 

解 设 (外 , 归 , 呈 ) 一 (oz)4, 得 


1 2 3 1 11 
2 3 4|=|[0 0 1|4， 
1 4 3 1 ~—1l 1 
所 以 

1 1 1 人 2 3 1 一 2 11]11 2 3 
六 一 | 0 | | 3 4 -让 0 -| 3 | 
1 —l 1 1 4 3 0 2 DLL 4 3 

2 —2} 一 1 0 一 上 

= 二 0 —2 中 0 一 1 9 

4 6 8 2 3 4 


3. 设 吾 Ex3ir(B)--2, 己 着 齐 次 线性 方程 组 Bx0 的 3 个 解 向 量 为 
7. 斌 求 Bx 一 0 的 
解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 

解 Bx 二 9 的 解 空 间 的 维 数 ( 即 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 ) 为 
4—r(A)=14— 

已 记 的 3 个 解 向 量 必 有 一 个 可 由 另外 两 个 线性 表示 , 易 见 二 39 一 
3wm- 所 以 解 空间 的 基 为 {a ,中 }. 用 施 密 特 正 交 化 方法 ,求解 室 间 的 一 个 标 正 


一 2 


交 基 , 先 赴 交 化 ， 
令 P=@—(1,1,2,3, 
oa 有) 5 I 
P=6 = 1,1,4,—1) 15 01°12,3) 
4 2 10 ! 
(ee 


再 单位 化 ,有 


1 1 下 
一 本 站 本 用 一 一 一 4112， ， 
TET- 


1 1 = T 
:一 一人 有 一 一 一 (一 2.1,5, 一 3) 
TET? 5 


a 
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8 ,2 就 是 Hx 二 0 的 解 空 阿 的 一 个 杯 堆 止 交 其 。 


5 特征 值 与 特征 向 量 ，” 和 矩阵 的 对 角 化 


1 见 第 5 章 3.2 节 中 例 6(C 

2. 见 第 5 章 5.2 节 中 例 1(2). 

3. 见 第 5 章 5.2 节 中 例 9 和 5.4 节 中 例 60). 

4. 《补充 题 5 43》 已 着 2,4,6.…v28 是 阶 和 矩阵 4 的 个 特征 值 , 则 
行列 趟 14 一 31 一 ( ). 

(AY 2 一 3 CB) (Qa 1! 一 1 3 552 3 

(CO) 一 (2n 一 3)11 DD 5 7 9…(2n 二 9) 

解 * 阶 给 阵 & 有 ?个 不 同 特征 值 ' 所 以 全 可 对 角 化 , 即 存在 可 逆 阵 了， 


使 
P AP= diag(2,4,6.%" .21), 
即 A=Pdiag’2.1,6.. 20 Pp. 
于 是 
14_ 311 =|P(diagt2,4,6. ;20 —3DP | 
= PllP :|ldiagt—l:l,3.. ,2n— 3)| 
= 3 1 
故 选 (CD). 
| 2 -1 2 
5. (补充 题 5-39) 已 知 4=| 5 4 3 的 一 个 特征 向 量 # 一 
酸 b 一 2 
(1 一 DT 


(1) 确定 a, 及 三 对 应 的 特征 值 ; 
(2) 入 能 杏 相似 于 对 角 短 阵 ” 说 明理 由 。 
解 (1) 由 A5:= 烙 . 即 (A 一 4)6 一 0, 或 


A 1 -2 1] oi 
1 于 ， 
一 1 0 


—5 A—a 一 3 
| 1 一 4at2 
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得 
一 2 十 1 十 2 一 0。 A 一 1， 
一 5 一 2 一 < 十 3 一 0， ae 一 一 5 十 十 3 一 一 3， 
1 一 5 一 (CAT2) CC 太一 1 一 4 一 D. 
所 以 ,ae 一 一 3,2 一 0 局 对 应 的 特征 值 为 一 上 


《2) 由 
到 一 人 1 一 2 
一 4—3 一 3 

1 0 2+2 
得 4 一 一 1 是 3 重 特 入 值 ,而 秩 ( 一 {一 4) 二 2, 对 应 于 4 二 一 1 的 线性 无 关 的 特 
征 向 景 只 有 一 个 ,所 以 息 不 可 对 角 化 , 即 不 能 与 对 角 阵 相似 . 

6. 《补充 征 5 44) 已 知 阶 矩阵 息 的 行列 式 | 入 | 隆 0 ,1 为 入 的 一 个 特 

征 值 , 则 C47) ' EE(E 为 单位 阵 ) 必 有 特征 值 ( ). 


| 邓 一 二 | = 一 人 十 1 一 0 


Dy 74 
CA OAD TI 《CB) 人生 二 1 
2 
co arp cp (+). 


解 出 4 一 人 4 得 4 一 141 人 7 


当 为 入 的 特征 值 (h 天 0) 风 ,元 为 4 的 特征 值 .全 | 为 4 一 1414 


的 特征 值 ,所 以 
AY 1E 必 有 特 征 值 ( 殿 [) +1. 选 (B). 
7 (补充 是 5 40) 设 


5 5 3|， 
1-c 0 -a 
已 知 |14:=1, 旦 4 有 一 个 特征 值 k ,其 特征 向 最 x 二 (一 1,--1,177, 试 求 4， 
ce 有 

解 141 一 6 一 全) 一 pe+3c 一 3 一 上 

由 上 题 知 :4 的 特征 值 与 生 ' 的 特征 值 的 关系 为 


A4= 


(01) 


5 特征 值 与 特征 向 量 给 孟 的 对 角 化 
所 以 

由 C3. 一 起 x 二 0, 即 
得 


方程 (1) 一 方程 (2) 得 


24. 1 十 ?二 0. 故 和 一 一 1， 


将 (5) 式 代 人 (3) 式 得 一 一 3， 
《5) 式 代 人 (2? 式 得 雪 代 入 (1) 式 得 
Br=4d, (= 子 . 


8- 见 第 5 章 5.3 节 中 例 3. 
9. (补充 左 5 45) 若 4 号 均 为 呈 阶 矩阵 , 旦 4 一 下 , 则 (和 
(CA) 对 一 4 一 和 一 下 《B) 4 与 睛 有 相同 的 特征 值 与 特征 向量 ; 


(C) AB~B:; CD) 对 二 任意 常数 4, 均 有 {一 A 一 1 一 BB. 
解 ”答案 为 (D). 因为: 4 一 有 即 人 存在 可 逆 阵 呈 , 使 
P 'AP--B. 
从 而 有 


故 


Pi'l—AP =P (DP—P "AP 


sf—A~i -B. 
读者 应 该 想 清楚 ，(A),(B)，(C)7 为 什么 都 不 正确 . 
10 见 第 5 章 5.3 节 中 例 2. 
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11， 见 第 5 帝 5.2 节 中 例 8$， 
12. 已 知 王 阶 称 阵 专 的 特征 值 和 二 1.% 二 2, 和 -3, 其 刘 应 的 特征 向 量 
为 如 二 CD 人,6 一 Cl,2.4) 7 6 一 (3,9)7 :又 BP- (11.3) 7 
全 将 月 用 名 ,后 线性 表示 
回 求 4"BinEN 自然 数 集 ). 
解 了 D 设 于 和 | 名 十 r.4: 妈 
1 1 1 


解 该 力 程 组 得 r 一 2,z: 一 2 一 1, 故 
用 一 2 有 一 2 十 总 
图 由 4- 15 0 二 1,2,3), 得 


A 
ee A | 
bo 


1 1 

记 pst 2 
[1 3 

A=Pdiagta ya hs) 

A" =Pdiag(a! ,XY 7P , 


1 
4| . 则 
9 


11 1 901 1 1 
ao8 一 |1 2 4 0 2 | 1 2 | 有 尼 
1 3 9llo o sll 3 9 
由 名 中 结论 Ca wt sx07 =P 8 一 (2 一 2,1)7 ,所 以 
1 2 3 |f 2 2 一 2 二 3" 
spB= | 2 | | 
1] 3"2 | 1 2—3+2" Fa" 
3 2 
13. 没 A4= | 一 一 i 
4 2 
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问 装 为何 值 时 ,存在 可 道 矩阵 忆 , 使 P 4P 和 压 ( 对 第 矩阵 ), 并 炒 王 和 全. 
解 由 11 一 和 | - 0, 即 


33 2 2 | a1 2 2 41 一 2 
3 Atl 一 有 | 一， 六 atl 一 上 | 一 | 0 Ail —& 
4 2 +3 |al -2 a 0 0 2a:l 


=G—DA+TI =0, 
得 特征 值 入 一 1,X4，。 一 1( 二 重 )， 
当 加 … 一 1, 对 应 线性 元 关 的 特征 向 量 有 两 个 时 ,4& 可 对 角 化 . 此 时 秩 
(41 一 4) 二 1, 即 入 1 一 和 的 任意 两 行 ( 列 ) 战 比例 ,而 
人 一 2 3] 
GA) 0 ki 
[a -2 2 
由 此 是 见 , 当 下 =D 时 , 秩 (42 了 一 起) 二 1。 
由 (244 一 4)x 一 0, 即 


一 上 一 
0 =|0|. 
Le io 
从 而 得 对 应 十 和 一- 【的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
总 一 (1 一 2.05， 扣 一 (1.0,2)7. 
由 (了 一 和 x 一 ,好 
2 一 2 2 
0 20 
一 4 .24 
从 而 得 对 应 于 为 二 1 的 特征 向 量 硬 = (1 .0,17 
1 1 1 
取 P={6 68):-|0 —2 0|. 
1 0 外 
4 1 
A 一 1 


则 有 P 'AP=A. 
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lo 
14. 设 4= 0 2 中 .sa (自然 数 ws2)， 
1 0 1 
一 1 oa 


解 a | 0 
-1 0 
得 特征 值 h 一 0 汶 一 2( 一 重 ). 
对 应 于 4 =0 的 特征 向 晤 二 (一 1,0,1)"s 
对 应 于 X=2 的 两 个 线 竹 无 关 的 特征 向 星相 由 


| 0 

忆 

me 

《注意 ; 自由 术 知 量 为 < ,ec 分别 服 7 一 11x =0 和 :二 0,r1: 有 得 到 
01,0)T， 6 =C1,0,DT. 


| 0 1 
Gl—AIx=1 0 0 9 
| LD 1 


zr 
x 


o 
2 ,到 有 


一 0 | 
et-| 0 1 0!， 4= 
1 0 1 
A=PAP ', 如 一 PP 一 24 一 2PA 


PA -24" P71 一 0 《因为 4 一 24" '=0). 
1 7. 1 Tn 
15. en(™)- 0 


al). oo 


此 题 类 似 于 第 5 章 5. 4 节 中 的 例 ?. 请 读者 自己 独立 完成 . 
16， 设 二 是 半 阶 实 乍 阵 ,44: 一 下 | 和 1<0, 求 ! 和 上 
解 ”由 已 知 条 件 姑 4 是 止 交 矩阵 . 
;1 = 现 已 知 141<0 ,所 以 3 一 1 
1 二 14 十 直 太 1 ACE 十 全 7) | 
41UTAD 一 一 十 全 1， 
所 以 14 十 下 = 0. 


5 特征 值 与 特征 向 量 矩阵 的 对 角 化 331 


17. 没入 为 二 阶 实 对称 矩 阵 , 且 满足 条 件 4' 十 24 一 0, 已 知 4 的 秩 
ra 一 2. 

(1) 求 4 的 全 部 桂 征 但 . 

(2) 当 大 为何 值 时 , 移 阵 4 十 对 为 正定 短 阵 ,其 中 了 为 三 阶 单位 捧 降 ， 

解 《1) 设 4xz 4x, 则 和 X= 基 x(x 天 四 .由 如 一 24 一 0, 旭 A 一 24， 
得 

4 一 245 从 而 Mr 一 一 2Ax。 
由 于 x 关 0 ,所 以 术 = 一 24, 即 2 或 0， 

灵 因 为 实 对 称 惩 阵 4 一 4 一 ciagW raA) 一 5CA) 2. 所 以 4 的 特 
征 值 中 只 有 -个 为 0, 黄 个 目 堆 ,因此 起 的 特 入 秆 为 0， 2( 一 重 )， 

(2) 由 于 4 一 diag(0, 一 2. 一 2) .所 以 

A diag(0. 一 2，-2) 十 好 
— diagtkek 21k 2) 
根据 相似 的 实 对 称 定 阵 有 相同 的 正定 性 . 即 得 :>2 时 .4 为 永定 条 阵 . 

18， 见 第 5 章 5.3 节 中 例 二 

19. 见 第 5 章 5.+4 节 中 例 3. 

20, 没 和 是 阶 实 对 称 和 矩阵 ,PP 是 x 阶 可 道 逢 阵 . 已 知 呈 维 列 癌 量 严 是 让 
的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 , 则 矩阵 (P 'AP)' 属于 特征 值 2 的 特征 向 忆 
是 ( ). 

APile: (BPea (GO pm DP ea 

解 已 知 4m=- 8. 设 (P-:AP)7 属于 特征 值 》 的 特征 癌 量 为 乓 下面 求 
而 , 邑 


(P"'AP) 月 一 信用、 
于 是 天 ICP- DT 一) 有 (AT=A.(P 5 一 (BE )， 
PTACP') ‘B=48. 
两 边 左 乘 (P ) 得 
ACP™) IB=A(P™ 7B. (01) 
由 (1) 式 可 得 ,C(P 8 一 a, 从 而 
BB Poa。 故 选 (B). 
21. 设 实 对 称 矩阵 
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| 
i ad 
求 可 道 短 阵 ,使 P'A4P 为 对 角 阵 , 并 计算 行列 式 |& 一 了 | 的 值 
解 出 | 让 一 A&|: 0. 即 


Ia -1 一 上 jo 一 上 -1| 

| -1 1a 1 -| me 1| 
|- 1 -al a Aa 
作 a ] —] —1 

= rr 
1 0 2 tl 


得 特征 值 : 4A， a 十 1( 一 量 ) . 求 特征 向 量 的 计算 略 去 . 
对 应 于 的 特征 向 晤 :号 《1.1,0)7 全- 510 


对 应 于 的 特征 何 量 :和 一 (一 1.1 75. 
1 -I 
取 P=(6 6b) 1 0 1. 
| 1 | 
则 有 PIAP: diagta~latl.a—2), 


AJi=1P (4—DPI=IP :AP—P IP! 
.PIAP--I = "diagla,a.a—3) 


22. 矩阵 
0 一 2 一 2 
A:=1 2 2 一 ?| 的 非 零 特 征 信 是 
|- -2 2 
解 由 
和 2 
1 一 AI -| 一 > 2 
加 人 
A 
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得 各 的 非 零 特 征 值 六 一 + 
23. 《习题 5 24) 设 和 ,县 为 癌 阶 方 阵 .， 
《1) 如果 入 ,如 相似 , 试 证 入 ,8 的 特征 多 项 式 机 等 . 
《2) 举 -个 一 阶 方 阵 的 例子 说 明 (1) 的 送 命 题 不 成 立 ， 
(3) 当 委 ,各 均 为 实 对 称 短 阵 时 , 试 这 (1) 的 道 靖 题 成 立 . 
证 (1) 4.8 相似 ,好 存在 可 逆 甜 阵 P., 合 P74P=8. 填 足 名 的 特征 多 
项 式 


121—B| :IAf-P 1AP|= P Cr--AIPI 
一 上 PT 全 一 人 一 站 | 


(2) B= 人 ,Ai 人 1) it 


1 一 4 :IAB 一 (一 1 
得 是 各 与 如 不 相 做 ,因为 .对 于 在 何 可 逆 返 阵 P, 有 
P “4P 一 已 “TIP 一 了 六 甩 . 
(3) 当 及.B 为 实 对 称 违 库 时 .车 
[a1—A|=144—Bl= (4—A,)(X— 加 
由 村 入 ,BB 部 中 对 角 化 , 即 4,8 都 相似 于 对 角 阵 及 :diaggh :1 各), 于 是 
存在 可 敌阵 P, ,P: ,使 


4 一人) 


Pi-AP, =A—Pr'BP:. 
如 此 , 则 有 
PP Pr 4 有 Pi'= B. 
到 PP PP .p '=P.Pr', 就 有 
Pp 'AP=B. 
故 4 与 孔 必 相似 - 
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Tz 二 4c dr 一 rt 


-个 正 交 变 换 ,化 : -次 型 Ar mo) 
4 一 8zsvs 为 标准 形 - 
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此 题 与 第 6 章 6.3 节 中 例 + 类 似 , 留 给 读者 练习 . 

2. 见 第 6 章 6.5 节 中 例 2， 

3. 见 第 6 章 6.3 节 中 例 6. 

4. (补充 题 6-46) 已 知 .Friyzayzri) 一 2 十 3 三 十 3 十 2urzzs 通过 
正 交 变换 x 2&7 可 化 为 标准 形 了 = xi 十 2 十 5y, 试 求 参数 a 及 正 交 矩 


阵 Q. 
解 ”已 知 的 二 次 型 对 应 的 实 对 称 矩 阵 为 
2 0 0 
A=|0 3 .| 
0 a 3) 
二 次 弄 通 过 正 交 变换 化 成 的 标准 形 中 的 系数 1,2.5 是 息 的 特征 值 .因此 ,由 
2—2 9 | 
124 一 息 D a3 a = a d=0, 
0 a 2 | 


得 特征 值 : 4. =3 一 ao. 4.=2,44= 3 十 a. 所以 . 当 a=2 时 .起 的 3 个 特征 入 为 
1,2,5. 
下 面 求 止 交 变 摘 x= @y 中 的 正 交 息 阵 Q( 求 特征 向 量 的 计算 过 程 略 去 ). 
对 应 于 4 二 1 的 特征 同 旺 为 二 C0,1, 一 1 人 
对 应 于 加 ”2 的 特征 向 量 为 乌 =(1.0,0)": 
对 应 于 )， 5 的 特征 疝 量 为 名 一 人 0.1,1) 
3 个 特 入 向 量 己 两 两 止 交 ,只 希 将 它们 单位 化 .得 


了 (0 也) ， 中 (0.07， 二 
所 求 的 工交 年 阵 
9 1 o 
1 
0 工 
2 ya. 
1 
” 
此 时 . 今 x-- Qy- 则 有 QAQ=diag(1.2,5) 从 而 
f=x Ax yO AQY=Y +2y 5 
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5. 见 第 6 章 6.3 节 中 例 5. 
6- (补充 题 6-48) 设 
i101 
0 2 0|l, B=(kE+A):, 
1 0 


1 


大 为 实数 , 蕊 为 单位 怎 阵 , 求 对 角 和 矩阵 及 ,使 4 二 四 ;并 问 :为 何 值 时 , 吾 为 正 


定 矩 阵 ， 
解 由 |AE--4!=0. 即 
A- 0 -1 
AE—AI=| 0 2-2 0 |=0Q—202—2)—l] 
-1 0 一 
=4(4—2):=0, 


得 特征 值 .一 0,44= 2( 二 重 ). 于 是 
4 一 4= diag(0.2.2), 

相应 地 ,B= (#E 二 4) 的 特征 值 为 一 起 ,一作 2)7( ~ 重 ). 因 此, 当 上 为 
非 零 实数 时 ,号 的 3 个 特征 值 均 大 于 零 , 故 8 为 正定 矩阵 . 

7. 见 第 6 章 6.5 节 中 例 3 

8. 见 第 6 章 6.5 节 中 例 十 

9 已 知 实 二 次 型 站 maoz) 一 a( 革 十 隆 十 姓 ) 十 4 十 4 十 
47s zy 经 下 交 变 换 x 一 Py 可 化 为 标准 形 了 一 6y , 则 < 一 . 

解 ”二 次 型 对 应 的 实 对 称 息 阵 为 
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1 一 一 2 
一 (一 < 一 4)|0 一 十 2 0 
0 0 A—at2 


={A—a—4)(A-at2) 0, 


得 4 的 特征 值 :, 41 二 a 十 4, 和 二 a 一 2{ 二 重 ) .由 
A =a—2=0, 


得 s=2, 此 时 太一 6 一 0( 二 重 ). 于 是 ,所 求 的 a=2. 
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1 一 一 2 
一 (一 < 一 4)|0 一 十 2 0 
0 0 A—at2 


={A—a—4)(A-at2) 0, 


得 4 的 特征 值 :, 41 二 a 十 4, 和 二 a 一 2{ 二 重 ) .由 
A =a—2=0, 


得 s=2, 此 时 太一 6 一 0( 二 重 ). 于 是 ,所 求 的 a=2. 


